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Vorwort des Herausgebers
Die Beschreibung des Bodenverhaltens bei kleinen Dehnungen geho¨rt zu
den am schnellsten sich entwickelten Forschungsthemen der letzten Jah-
re. Es wurde lange angenommen, dass sich die Bodensteifigkeit bei einer
dynamischen Beanspruchung von derjenigen bei statischen Lasten stark
unterscheidet. Durch die rasante Entwicklung der modernen Messtechnik
konnte man jedoch zeigen, dass die Steifigkeit eine Funktion der Deformati-
onsgeschichte und damit der relativen Verformung nach einer A¨nderung der
Deformationsrichtung ist. Vergleicht man die dynamische und die statische
Steifigkeit in einem Referenzzustand bei denselben Dehnungsbetra¨gen, sind
die beiden Steifigkeitswerte von etwa gleicher Gro¨ße.
Die Erfassung solcher Bodeneffekte ist nur mit stark nichtlinearen Stoff-
gesetzen mit inneren Variablen mo¨glich. Diese Stoffgesetze, zu welchen
auch das hypoplastische Stoffmodell mit intergranularen Dehnungen geho¨rt,
ko¨nnen nicht nur das Spannungs-Dehnungsverhalten, sondern auch die vo-
lumetrische Verformung des Bodens beru¨cksichtigen. Damit la¨ßt sich neben
der Deformation infolge wiederholter Lastwechsel, einschließlich dynami-
scher Beanspruchung, auch die Akkumulation der Porenwasserdru¨cke pro-
gnostizieren.
In seiner Dissertation ist es Herrn Wegener gelungen zu zeigen, dass die bis-
her u¨bliche Kalibrierung des hypoplastischen Stoffmodells bei großen Deh-
nungen realistische Prognosen im Bereich der kleinen Dehnungen verhin-
dert. Durch seinen Vorschlag zur Anpassung einiger Stoffparameter wurde
die Anwendung des hypoplastischen Stoffgesetzes insbesondere fu¨r dyna-
mische Berechnungen konsistent. Daru¨ber hinaus ist es ihm gelungen, den
Grund fu¨r eine u¨bertrieben schnelle Akkumulation der Dehnungen bei zy-
klischer Beanspruchung in numerischen Simulationen zu erkla¨ren. Zur Ver-
besserung schla¨gt er eine Modifikation der Stoffgleichung fu¨r intergranulare
Dehnungen vor. Durch diese Verbesserung sind realistische Prognosen der
Akkumulation bleibender Dehnungen bzw. Porenwasserdru¨cke infolge Last-
zyklen mo¨glich, wobei die Bestimmung eines zusa¨tzlichen Stoffparameters
aus Laborversuchen unkompliziert bleibt. Den Erfolg seiner Vorgehenswei-
se demonstriert er anhand des numerischen Modells einer Bahnstrecke auf
weichem Untergrund. Die hypoplastisch berechneten Verformungen stim-
men mit den Feldmessungen sehr gut u¨berein.
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Herr Wegener hat seine Dissertation als externer Doktorand angefertigt.
Dies bedeutet, dass seine Forschung zusa¨tzlich zu seiner ta¨glichen Arbeits-
belastung stattgefunden hat. Sein Elan wa¨hrend dieser Zeit und seine kri-
tische Auseinandersetzung mit den vielen neuen Themen waren außeror-
dentlich.
Ivo Herle
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Vorwort des Verfassers
Die vorliegende Arbeit entstand in den Jahren 2006 bis 2012 am Institut
fu¨r Geotechnik der TU Dresden unter der Leitung von Prof. Herle.
Das Bodenverhalten infolge zyklischer und dynamischer Belastung ist ein
aktuelles Thema, dass mich auch in der ta¨glichen Ingenieurpraxis, insbe-
sondere bei der Beurteilung der Nutzbarkeit und Stabilita¨t von Eisenbahn-
fahrwegen bescha¨ftigt. Die intensive Auseinandersetzung mit dem Boden-
verhalten und dessen numerischer Erfassung einschließlich der Ermittlung
bleibender Bodenverformungen war fu¨r mich eine große Herausforderung.
Mein besonderer Dank gilt meinem Doktorvater Herrn Prof. Dr.-Ing. habil.
Ivo Herle fu¨r seine hervorragende Betreuung, Fo¨rderung und Unterstu¨tzung
meiner Arbeit und das mir entgegengebrachte Vertrauen. Er hat mir jeder-
zeit mit seinen Erfahrungen und seinem Expertenwissen wertvolle Anre-
gungen gegeben. Dadurch habe ich in dieser Zeit sehr viel bei ihm gelernt.
Weiterhin mo¨chte ich mich bei Herrn Prof. Dr.-Ing. Thomas Neidhart be-
danken, der mit seinem vielseitigen theoretischen und praktischen Kennt-
nissen in der Bodendynamik hilfreiche Hinweise gegeben und immer wieder
Zeit fu¨r Besprechungen gefunden hat sowie das Korreferat u¨bernahm.
Allen Mitarbeitern des Instituts fu¨r Geotechnik der TU Dresden sei fu¨r
die vielfa¨ltige Unterstu¨tzung, die zum Gelingen der Arbeit begetragen hat,
ebenfalls gedankt. Danken mo¨chte ich dabei insbesondere Herrn Dr.-Ing.
Michael Arnold fu¨r die anregenden Diskussionen und Unterstu¨tzung bei re-
chentechnischen Problemen sowie fu¨r die Implementierung der UMAT fu¨r
die Modifizierung des hypoplastischen Stoffgesetzes.
Weiterhin danke ich Herrn Dr. Dennis Roddemann fu¨r die Implementie-
rung des modifizierten hypoplastischen Stoffgesetzes in das FE-Programm
Tochnog. Dadurch war es mir mo¨glich, das in Abschnitt 5 enthaltene Rand-
wertproblem eines Eisenbahndammes auf Weichschichten zu rechnen.
Ich hatte das Glu¨ck, an einem langja¨hrigen Forschungsthema ”Eisenbahn-
strecken auf Weichschichten” der DB AG unter Leitung von Herrn Dipl.-Ing.
Wolgang Vogel zusammen mit Prof. Thomas Neidhart und Prof. Klaus Lie-
berenz mitarbeiten zu du¨rfen, das fu¨r die Arbeit die no¨tige Motivation sowie
die Basis fu¨r das messtechnisch gut instrumentierte Anwendungsbeispiel in
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“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 6 — #6
Nicht zuletzt mo¨chte ich mich bei meinem Arbeitgeber bedanken, der mir
die Mo¨glichkeit gab, verku¨rzt zu arbeiten bzw. Sonderurlaub zu nehmen.
Ohne dieses Entgegenkommen ha¨tte ich die vorliegende Arbeit nicht fertig-
stellen ko¨nnen.
Schließlich mo¨chte ich meinen Eltern und meiner Frau Judith fu¨r das ent-
gegengebrachte Versta¨ndnis und die geduldige Unterstu¨tzung sehr danken.
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1 Einfu¨hrung
Problemstellungen in der Bodendynamik (z. B. Beurteilung der Gebrauch-
stauglichkeit von Maschinenfundamenten, Windenergieanlagen oder Fahr-
weggru¨ndungen) werden ha¨ufig vereinfacht unter Annahme von Ersatzmo-
dellen, wie z.B. durch Feder-Da¨mpfer-Systeme oder durch einen elastischen
Halbraum mit linear elastischem Materialverhalten approximiert. Die fu¨r
diese Modelle notwendigen Parameter werden auf Grundlage von Erfah-
rungswerten oder Messungen angenommen, wobei diese Parameter nur in
einem eingeschra¨nkten Spannungs- und Dehnungsbereich gu¨ltig sind und
die Gro¨ße bleibender Verformungen nur allenfalls empirisch abgescha¨tzt
werden kann. Tatsa¨chlich verha¨lt sich der Boden nichtlinear und die Stei-
figkeit ist nicht konstant, sondern insbesondere von der Spannung und der
Dehnung abha¨ngig.
Fu¨r die Beurteilung von dynamisch beanspruchten Gru¨ndungen ist die
wirklichkeitsnahe Erfassung des Bodenverhaltens von wesentlicher Bedeu-
tung. Hierzu za¨hlt die hohe Anfangssteifigkeit bei kleinen Dehnungen, die
Abnahme der Steifigkeit mit zunehmender Scherdehnung sowie die Akku-
mulation von bleibenden Verformungen bzw. Porenwasserdru¨cken infolge
zyklischer Belastung.
In der Arbeit wird gezeigt, wie und unter welchen Randbedingungen man
die Bodensteifigkeit bei sehr kleinen Dehnungen sowie die Abnahme der
Steifigkeit mit zunehmender Scherdehnung mit Labor- und Feldversuchen
ermitteln kann. Dabei wird eine einheitliche Definition der Scherdehnung
u¨ber eine Scherdehnungsinvariante vorgenommen, um eine Vergleichbarkeit
der Versuchergebnisse mit unterschiedlichen Randbedingungen zu ermo¨gli-
chen. Weiterhin werden typische bodendynamische Eigenschaften minera-
lischer und organischer Bo¨den zusammengestellt und Korrelationen dazu
angegeben sowie wesentliche Unterschiede zum Bodenverhalten bei großen
Dehnungen aufgezeigt.
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6 Einfu¨hrung
Weiterhin wird dargelegt, wie man das Bodenverhalten bei sehr kleinen
sowie kleinen bis mittleren Dehnungen infolge monotoner oder zyklischer
Belastung numerisch erfassen kann. Dazu wird das hypoplastische Stoff-
gesetz in der Version nach [vW97] mit intergranularen Dehnungen nach
[NH97] verwendet. Es wird gezeigt, wie die Parameter festzulegen sind, um
die entsprechend hohe Anfangssteifigkeit sowie die Abnahme der Steifigkeit
mit zunehmender Scherdehnungsamplitude zu erfassen.
Es wird untersucht, wie die Akkumulation bleibender Verformungen bzw.
Porenwasserdru¨cke mit dem hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranula-
ren Dehnungen wirklichkeitsnah erfasst werden kann. Dafu¨r wird eine Mo-
difizierung des Stoffgesetzes sowie die Einfu¨hrung eines zusa¨tzlichen Stoff-
gesetzparameters ϑ vorgenommen und gezeigt, wie dieser Parameter aus
den akkumulierten Verformungen bzw. Porenwasserdru¨cken in zyklischen
Laborversuchen bestimmt werden kann.
Weiterhin wird gezeigt, welche Voraussetzungen fu¨r die numerische Mo-
dellierung der Wellenausbreitung unter Beru¨cksichtigung von Massentra¨g-
heitskra¨ften, insbesondere hinsichtlich Netzfeinheit, Zeitschrittgro¨ße, Gro¨ße
des FE-Netzes und Eingenschaften des Randes notwendig sind. Dazu wer-
den Berechnungen zur eindimensionalen Wellenausbreitung und zur Wel-
lenausbreitung im Halbraum sowie Vergleiche mit analytischen Lo¨sungen
fu¨r einige Sonderfa¨lle vorgenommen. Dabei werden Berechnungen mit linear
elastischem, linearem und hypoplastischem Stoffgesetz gefu¨hrt und Unter-
schiede in der Wellenausbreitung und im Materialverhalten aufgezeigt.
In der Arbeit wird außerdem auf Grundlage der Biot-Theorie an Beispie-
len mit stark unterschiedlichem Porenanteil untersucht, wie die Wellenaus-
breitung in poro¨sen Medien unter Beru¨cksichtigung der Wechselwirkungen
zwischen dem Korngeru¨st und den Poren verla¨uft und welche Unterschiede
zur Wellenausbreitung im Ein-Phasen-Medium bestehen.
In einem Anwendungsbeispiel wird das Bodenverhalten mit dem modifizier-
ten hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranularen Dehnungen an einem
Randwertproblem untersucht. Dazu werden numerische Berechnungen mit
diesem Stoffgesetz sowie vergleichend mit einem linear elastischem Stoff-
gesetz mit angepassten Steifigkeiten fu¨r die dynamische Beanspruchung ei-
nes Eisenbahndammes auf weichen, organischem Untergrund durchgefu¨hrt.
Die Berechnungsergebnisse des Randwertproblems werden mit Ergebnissen
von durchgefu¨hrten Schwingungsmessungen und Langzeitverformungsmes-
sungen verglichen.
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Die Bodensteifigkeit ist eine dehnungsabha¨ngige Gro¨ße. Die Steifigkeit (z.B.
G0) nimmt dabei von einem Maximalwert bei sehr kleinen Dehnungen mit
zunehmender Scherdehnungsamplitude γ ab, siehe Abbildung 2.1.
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abhängig von IP 
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γ 
10-6 10-5 10-4 10-3 10-2 
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kleine bis  
mittlere Dehnungen 
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b) a) 
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G
Abbildung 2.1: Mobilisierung der Schubspannung τ mit zunehmender
Scherdehnung γ (links) und Abnahme des Schubmoduls G mit zunehmen-
der Scherdehnung γ (rechts).
Die große Steifigkeit bei sehr kleinen Dehnungen ist auf Basis von bodendy-
namischen Versuchen schon seit u¨ber 40 Jahren bekannt (z.B. [HB66] und
[SI70]). Die Beanspruchungen sind in der Bodendynamik (z.B. bei Maschi-
nenfundamenten oder Verkehrserschu¨tterungen, jedoch nicht bei Erdbeben)
ebenfalls klein (γ ≤ 10−4).
In konventionellen statischen Laborversuchen zur Ermittlung der Steifigeit
(z.B. Triaxial- oder O¨dometerversuchen) treten jedoch deutlich ho¨here Deh-
nungsbereiche (γ ≥ 10−3), siehe z.B. [AS91], auf, in denen man aufgrund
der großen Dehnung deutlich geringere Steifigkeiten als bei sehr kleinen
Dehnungen erha¨lt. Man hat deshalb fru¨her zwischen statischen und dyna-
mischen Steifigkeiten unterschieden (siehe z.B. [Alp70]).
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 8 — #14
8 Bodensteifigkeit
Neuere Untersuchungen im letzten Jahrzehnt (z.B. [Ben07]) ergaben je-
doch, dass die Steifigkeit unabha¨ngig davon ist, ob eine statische, zyklische
oder dynamische Beanspruchung vorliegt, und damit relativ unabha¨ngig
von den Massentra¨gheitskra¨ften und der Anregungsfrequenz ist. Entschei-
dend ist vor allem die Gro¨ße der Dehnungen.
Wichtig ist eine einheitliche Definition der Scherdehnung γ und der Schub-
spannung τ trotz unterschiedlicher Randbedingungen in situ und in den
jeweiligen Laborversuchen. Das erfolgt u¨ber die entsprechenden Invarian-
ten der Spannungen und Dehnungen im Abschnitt 2.1.
In den Abschnitten 2.3 und 2.4 wird auf die Besonderheiten der Ermittlung
der Bodensteifigkeiten in den unterschiedlichen Feld- und Laborversuchen
unter Beru¨cksichtigung der unterschiedlichen Randbedingungen eingegan-
gen. Danach wird im Abschnitt 2.5 die Bodensteifkeit bei sehr kleinen Deh-
nungen und im Abschnitt 2.6 die Abnahme der Steifigkeit mit zunehmender
Scherdehnung γ behandelt. Anschließend wird im Abschnitt 2.7 eine Ein-
teilung in sehr kleine, kleine bis mittlere und mittlere bis große Dehnungen
vorgenommen.
2.1 Definition der Scherdehnung γ und der Schub-
spannung τ
Je nach den unterschiedlichen Randbedingungen in situ oder bei den je-
weiligen Laborversuchen ergeben sich unterschiedliche Anfangszusta¨nde so-
wie unterschiedliche Spannungs- und Dehnungsraten. Zur Vergleichbarkeit
der unterschiedlichen Randbedingungen ist eine einheitliche Definition der
Spannungen und Dehnungen notwendig.
Der Dehnungstensor εij hat im dreidimensionalen Koordinatensystem X1,
X2 und X3 sechs unabha¨ngige Dehnungskomponenten:
ε11 , ε22 , ε33 , γ12 , γ23 und γ31 .
Die Dehnungskomponenten εii betragen εii = ∂ui/∂Xi und die Scherdeh-
nungskomponenten γij betragen γij = 2 · εij mit εij = 1/2 (∂ui/∂Xj +
∂uj/∂Xi). Die Indizes i und j stehen dabei fu¨r 1, 2 bzw. 3.
Der Dehnungstensor εij la¨sst sich in einen isotropen Dehnungstensor und
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einen deviatorischen Dehnungstensor eij zerlegen:
εij = εv/3 · δij + eij . (2.1)
Dabei sind δij das Kronecker-Symbol (δij = 1 fu¨r i = j und δij = 0 fu¨r
i 6= j) und εv die volumetrische Dehnung (εv = ε11 + ε22 + ε33).
In Matrizenschreibweise schaut die Zerlegung in einen isotropen Dehnungs-
tensor und einen deviatorischen Dehnungstensor bei den vorhandenen Haupt-
dehnungen ε1, ε2 und ε3 wie folgt aus: ε1 0 00 ε2 0
0 0 ε3
 =
 εv3 0 00 εv3 0
0 0 εv3
+
 ε1 − εv3 0 00 ε2 − εv3 0
0 0 ε3 − εv3

In Abbildung 2.2 sind die Gesamtverformungen und die Aufteilung in den
isotropen und den deviatorischen Anteil in einer Ebene veranschaulicht.
Numerische Berechnungen zur Bodendynamik Seite 67
3. Charakteristik des Materialverhaltens
Abhängigkeit von der Scherdehnung
Scherdehnung im Tri xialversuch
Gesamtverformungen        =            isotroper Anteil         +      deviatorischer Anteil
σ1
σ3
X3
X1
u1
u3 ui,3
ui,1 ud,1
ud,3Scherbeanspruchung
u1 / X1 = ε1; u3 / X3 = ε3 ui,1 / X1 = ui,3 / X3 = εv / 3 ud,1 / X1 = ε1 - εv / 3; ud,3 / X3 = ε3 - εv / 3
Abbildung 2.2: Aufteilung der Gesamtverformungen in isotropen und de-
viatorischen Anteil in einer Ebene mit u2 = 0 bzw. ε2 = 0.
Der isotrope Anteil kennzeichnet die volumetrische Dehnung bzw. Stau-
chung. Aus dem volumenkonstanten, deviatorischen Anteil ergibt sich hin-
gegen die Scherbeanspruchung. Da die einzelnen Komponenten des de-
viatorischen Dehnungstensors von der Drehung des Koordinatensystems
abha¨ngen, ist es notwendig, als charakteristische Gro¨ße eine Invariante die-
ses Dehnungstensors zu verwenden.
IIe =
1
2
eijeij =
1
6
[(ε11 − ε22)2 + (ε22 − ε33)2 + (ε33 − ε11)2]− (ε212 + ε223 + ε231) .
(2.2)
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Bei reiner Scherbeanspruchung bleibt das Volumen konstant (εv = 0) und
die 2. Invariante des deviatorischen Dehnungstensors nach Gleichung (2.2)
ergibt sich zu:
IIe = ε213 bzw. mit γ13 = 2 · ε13 : IIe =
1
4
· γ213 . (2.3)
Die Scherdehnungsinvariante γ, die der Scherdehnungskomponente γ13 bei
reiner Scherbeanspruchung in der X1-X3-Ebene (mit ε1 = 0 und ε3 = 0)
entspricht, ergibt sich damit nach Gleichung (2.3) zu:
γ = γ13 = 2 ·
√
IIe (2.4)
Dreht man das Koordinatensystem in die Richtung der Hauptdehnungen
1, 2 und 3 mit den Hauptdehnungskomponenten ε1, ε2 und ε3 erha¨lt man:
IIe =
1
2
eijeij =
1
6
[(ε1 − ε2)2 + (ε2 − ε3)2 + (ε3 − ε1)2] . (2.5)
Der volumenkonstante, deviatorische Dehnungsanteil eines beliebigen ebe-
nen Verformungszustandes kann durch Drehung des Koordinatensystems
auch auf einen Dehnungszustand wie bei reiner Scherbeanspruchung zu-
ru¨ckgefu¨hrt werden (siehe Abbildung 2.3).
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
X
Y
∆uy 
uy1
εyx = ∆uy / X 
uy2x
y
X
Y
ux2 
∆ux 
ux1
εxy = ∆ux / Y
x
y
Drehung des Koordinatensystems
X1 
  3
1
ε13 = u1 / X3 = 0 
ε31 = u3 / X1 = 0 
u1 
X3   u3
ε1 = u1 / X1; ε3 = u3 / X3         =       Scherdehnung εxy   +  Scherdehnung εyx
Abbildung 2.3: Drehung des Koordinatensystems in einer Ebene (ε2 = 0)
Analog zum Dehnungstensor εij nach Gleichung (2.1) la¨sst sich auch der
Spannungstensor σij mit den Normalspannungskomponenten σii und den
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Schubspannungskomponenten τij in einen isotropen Spannungstensor und
einen deviatorischen Spannungstensor sij zerlegen:
σij = σm · δij + sij . (2.6)
Dabei ist σm die mittlere Normalspannung (σm = (σ11 + σ22 + σ33)/3).
Die 2. Invariante des deviatorischen Spannungstensors IIs ergibt sich dar-
aus analog zu Gleichung (2.5) zu:
IIs =
1
2
sijsij =
1
6
[(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2] . (2.7)
Analog zur 2. Invarianten des Dehnungstensors betra¨gt die 2. Invariante
des Spannungstensors bei reiner Scherbeanspruchung IIs = τ213. Die Schub-
spannungsinvariante τ , die der Schubspannung τ13 entspricht, ergibt sich
damit nach Gleichung (2.7) zu:
τ = τ13 =
√
IIs =
√
1
6
·
√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 (2.8)
Der Schubmodul G ergibt sich als Tangentenmodul aus der A¨nderung der
Schubspannungsinvariante τ˙ zur A¨nderung der Scherdehnungsinvariante γ˙
und bei reiner Scherbeanspruchung aus der A¨nderung der Schubspannung
τ˙13 zur A¨nderung der Scherdehnung γ˙13.
2.2 Versuchstechnische Ermittlung der Bodenstei-
figkeiten
Die Steifigkeiten bei kleinen Dehnungen ko¨nnen sowohl in Labor- als auch in
Feldversuchen ermittelt werden. Je nach Versuch ko¨nnen dabei unterschied-
liche Dehnungsbereiche erfasst werden. Abbildung 2.4 zeigt eine U¨bersicht,
in welchen Dehnungsbereichen die Beanspruchungen bei unterschiedlichen
Versuchen und geotechnischen Problemen auftreten und in Abbildung 2.5
ist eine U¨bersicht u¨ber die Feld- und Laborversuche dargestellt.
Im Abschnitt 2.3 wird auf die indirekte Ermittlung der Bodensteifigkeiten
im Feld und im Abschnitt 2.4 auf die Ermittlung der Bodensteifigkeiten in
Labor eingegangen. Eine ausfu¨hrliche Beschreibung der Labor- und Feld-
versuche entha¨lt z.B. [EDK94].
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Figure 1.1: Characteristic stiffness-strain behavior of soil with typical strain ranges for
laboratory tests and structures (after Atkinson & Sallfors [9] and Mair [109])
of a model is tied to the extent to which it is able to reproduce the experimentally ob-
served functional relationships. The premise of fulfilling the objective defined above is
therefore a thorough description of experimental observations. It is only through this
that the model’s parameters and mechanisms can be decided upon, or in the words of
Ernst Mach: ”The description of functional relationships is an explanation in itself”. The
methodology applied in this thesis is mostly inductive reasoning. Figure 1.2 explains the
terminology used to describe the different stages within the model building and valida-
tion process. The model is formulated incrementally. Therefore the code verification and
model validation ar regarded as separate processes.
Although the main objective of this thesis is the development of a simple and capa-
ble small-strain stiffness constitutive model, it also acts as a compilation of information
and data that might be helpful in using it. This information and data comprise empir-
ical correlations that can be useful in quantifying small-strain stiffness, an introduction
to available testing methods and sample applications in 2- and 3-dimensional finite ele-
ment analysis.
The outline of this thesis is as follows:
• Chapter 2 introduces some definitions and conventions used throughout the thesis.
• Chapter 3 concentrates on the experimental aspects and the quantitative descrip-
tion of small-strain stiffness. After introducing the experimental concepts of labo-
ratory and in-situ testing, the influence of various parameters on small-strain stiff-
ness is studied. Readily available test data and correlations from literature are
presented at the end of this chapter.
2
Abbildung 2.4: Dehnungsbereiche bei unterschiedlichen geotechnischen Pro-
blemen und Bodenuntersuchungen aus [AS91] und [Mai93].
Schneider et al. 2
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 1.  Field and Laboratory Methods for Determining Shear Modulus 
 
 
of shear wave velocity in addition to penetration test parameters, thus optimizing data 
collection. 
 
Laboratory measurements have long been the reference standard for determining the 
properties of geomaterials.  To develop a greater confidence of the results of in-situ 
tests, it is helpful to compare field results to conventional laboratory tests.  In the 
laboratory, parameters such as shear strain, confining pressure, frequency, number of 
loading cycles, void ratio, and overconsolidation ratio (OCR) can be varied to 
analyze soil response.  In addition to these parameters, tests on undisturbed 
specimens provide insight into the effect of the degree of weathering for residual 
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Abbildung 2.5: U¨bersicht u¨ber die Feld- und Laborversuche aus [SHM+99].
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2.3 Ermittlung der Bodensteifigkeiten im Feld
In Feldversuchen wird die Bodensteifigkeit indirekt u¨ber die Laufzeiten der
Wellen im Boden ermittelt. Die Wellen werden je nach Versuch an der
Oberfla¨che oder von einem Bohrloch aus in der Regel durch einen Impuls
eingetragen. Aus den Laufzeiten und den Absta¨nden von der Impulsanre-
gung bis zum Sensor (Geophon) kann man je nach Anregung die Kompres-
sionswellengeschwindigkeit cp und Scherwellengeschwindigkeit cs ermitteln.
Dabei wird von einem isotropen, linear elastischen Bodenverhalten bei sehr
kleinen Dehnungen (γ ≤ 10−5) ausgegangen. Unter dieser Annahme la¨sst
sich die Bodensteifigkeit wie folgt ermitteln:
Steifemodul Es0 1 = ρ · c2p , (2.9)
Schubmodul G0 = ρ · c2s und (2.10)
Querdehnzahl ν =
1
2
(cp/cs)2 − 2
(cp/cs)2 − 1 . (2.11)
Der Index 0 steht dabei fu¨r sehr kleine Dehnungen nach Abbildung 2.1.
Feldversuche sind generell dynamische Versuche, da Massentra¨gheitskra¨fte
beru¨cksichtigt werden und die Anregungen in entsprechend hohen Fre-
quenzbereichen erfolgt. Die Nachteile bei Feldversuchen bestehen darin,
dass der Spannungszustand (insbesondere die Horizontalspannungen) und
die Dichte bzw. die Porenzahl nicht genau bekannt sind und man die Bo-
densteifigkeit u¨ber einen gewissen Bereich als konstant annehmen muss.
In den folgenden Abschnitten wird auf die verschiedenen in bohrloch-
gestu¨tzten Verfahren (Crosshole-Messung, Downhole-Messung, Uphole-
Messung, seismische Drucksondierung und seismisches Flachdilatometer)
und Oberfla¨chenverfahren (Refraktionsseismik und Refraktionstomogra-
phie, Rayleighwellendispersionsmessung und Spektrale Analyse von Ober-
fla¨chenwellen (SASW)) eingegangen.
Mit bohrlochgestu¨tzten Verfahren und Sondierverfahren befinden sich ent-
weder die Anregungsquelle oder die Schwingungsaufnehmer oder beide in
einem Bohrloch bzw. in einer Sonde unterhalb der Gela¨ndeoberfla¨che.
1Es0 ist hier der Steifemodul des gesamten Bodengemisches aus Feststoff-,
Flu¨ssigkeits- und Porenanteil und damit bei vollsta¨ndiger Flu¨ssigkeitsfu¨llung der Poren
deutlich gro¨ßer als Es0 des Korngeru¨sts, siehe auch Abschnitt 4.3.3.
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Dabei ko¨nnen zumeist die Ergebnisse mit der Tiefe genauer und detail-
lierter ermittelt werden als mit Oberfla¨chenverfahren [N+10]. Bei Ober-
fla¨chenverfahren befinden sich hingegen sowohl die Anregungsquelle als
auch die Schwingungsaufnehmer auf der Gela¨ndeoberfla¨che. Fu¨r das eigent-
liche bodendynamische Erkundungsverfahren sind somit prinzipiell keine
Aufschlu¨sse erforderlich. Fu¨r die Auswertung und Interpretation der Ergeb-
nisse der Oberfla¨chenverfahren sind jedoch Bohrungen bzw. Sondierungen
unerla¨sslich [VLNW10b].
2.3.1 Crosshole-Messungen (CH)
Bei der Crosshole-Messung erfolgt die Anregung und die Messwertaufnahme
in einem Bohrloch. Es sind also mindestens 2 Bohrlo¨cher (eine Sendeboh-
rung und mindestens eine Empfangsbohrung) notwendig. Dabei werden die
Laufzeiten der Scherwelle und der Kompressionswelle von der Anregung in
der Sendebohrung bis zur mit Schwingungsaufnehmern bestu¨ckten Sonde in
der Empfangsbohrung ermittelt. Die Anregung in der Sendebohrung und
die Messwertaufnahme u¨ber die Sonde in der Empfangsbohrung erfolgen
dabei jeweils in der gleichen Tiefenlage, siehe Abbildung 2.6 (links).
Cross-Hole Technique 
 
The cross-hole technique is one of th  best methods used for determining the variati n with depth of 
low strain shear wave velocity.  In this test, a source of seismic energy (mainly S-waves) is generated in 
or at the bottom of one borehole and the time for that energy to travel to another borehole through the soil 
layer is measured.  From the borehole spacing and travel time, the velocity of the seismic wave is 
computed.  Both body waves P-waves, and S-waves can be utilized in this test (Woods, 1978, 1994).  At 
least two boreholes are required, one for the impulse and one or more for receivers as shown in Figure 4.  
The shear wave velocity is then used to compute the soil's shear modulus si g equation (2). 
For the success of a cross-hole test there are several requirements.  (1) Although a minimum of two 
boreholes is sufficient to perform the test, three or more boreholes improve the capabilities of the cross-
hole method.  (2) The energy source should be rich in shearing energy (S-waves) and poor in 
compressional energy (P-waves) such that the arrival of S-waves can be detected easily.  (3) Geophones 
in the receiver boreholes should have proper frequen y respon e and be oriented in th  direction of 
particle motion.  The geophones should also be in contact with the soil, either directly in case of cohesive 
soils, or indirectly in case of granular soils.  Finally, the coupling between geophone transducers and 
vertical wall should be accomplished with specially design d packers.  (4) Travel time measurement of 
shear waves should be measured accurately using direct or indirect resolution techniques.  Often a direct 
time measurement is made by dual channel oscilloscopes or by digital oscilloscopes.  Indirect time 
resolution involves cross-correlation functions generated from wave trains recorded at two receiver 
boreholes, and automated frequency domain techniques, which calculate travel time based on the cross 
spectral density function of wave trains obtained t the receiver bor hole(s) (Gazetas, 1991; Woods, 
1978, 1994). 
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Figure 4 - Seismic Cross-Hole Test 
 
Down-Hole And Up-Hole Techniques 
 
The up-hole and down-hole techniques are a more economical alternative to the cross-hole 
technique; only one borehole is needed.  In the down-hole technique, the impulse source of energy is 
generated at the ground surface near the top of the borehole, in which one or multiple geophones are 
lowered at predetermined depths, whereas in the up-hole test, waves are generated at various depths in 
the borehole and receivers are located along the ground surface.  Figure 5, shows schematics of the up-
hole and down-hole tests.  Travel time of the body waves (S- an P-waves) between each geophone and 
the source are recorded.  Recorded travel time is then plotted versus depth as in the seismic refraction 
test.  These plots are then used to determine the maximum compression and shear wave velocities; VC 
max and VSmax of all soil layers (SW-AJA, 1972; Woods, 1994; Gazetas, 1991). 
 
Abbildung 2.6: Messprinzip der Crosshole-Messungen (links) aus [LJ00] und
Abgrenzung des Bereiches, in dem Refraktion auftritt (rechts) aus [SP09].
Es wird von eine konstanten Steifigk it bzw. einer konstanten Wellenge-
schwindigkeit und horizontaler Baugrundschichtung zwischen den Bohrun-
gen ausg gangen. Aus der Laufz it der sich horizontal ausbreitenden Wellen
und de Bohrlochabstand ko¨n en die entsprechenden Wellengeschwindig-
keiten der Druckwellen (P ) und der sich horizontal ausbreitenden, vertikal
polarisierten Scherwellen (Shv) ermittelt werden.
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Die Absta¨nde der Bohrungen mu¨ssen einerseits so groß sein, dass die Wel-
lenlaufzeiten nicht zu klein sind, da sich dann Messungenauigkeiten im Ab-
stand und in der Laufzeit besonders stark auswirken. Andererseits du¨rfen
die Absta¨nde der Bohrungen jedoch nicht zu groß sein, da die Intensita¨t
der Anregung im Bohrloch begrenzt ist. In [SP09] wird deshalb ein Bohr-
lochabstand x von 3 m ≤ x ≤ 10 m empfohlen. Zu beachten ist weiterhin,
dass sich bei stark unterschiedlichen Wellengeschwindigkeiten der einzel-
nen Bodenschichten die P - und Shv-Wellen u¨ber die benachbarte steifere
Schicht entsprechend schneller ausbreiten ko¨nnen als innerhalb der weichen
Schicht, siehe Abbildung 2.6 (rechts).
Die refraktierte Welle trifft vor der direkten Welle ein, wenn das Verha¨ltnis
vom Bohrlochabstand x zum Abstand der steifen Schicht zum Fußpunkt
der Bohrungen H entsprechend groß ist [SH78]:
x
H
≥ 2V1 + V2√
V 22 − V 21
,
wobei V1 die P - bzw. Shv-Wellengeschwindigkeit der weicheren Schicht und
V2 die P - bzw. Shv-Wellengeschwindigkeit der steiferen Schicht ist.
In der Regel bieten die Crosshole-Messungen eine ho¨here Messgenauigkeit
und Auflo¨sung gegenu¨ber anderen bohrlochbasierten Methoden [N+10] und
[S+02], da die stark absorbierenden oberfla¨chennahen Schichten [GGL11]
mit ihren Unstetigkeiten aufgrund der geringen effektiven Spannungen und
damit geringen Steifigkeiten nicht durchlaufen werden.
2.3.2 Downhole- (DH) und Uphole- (UH) Messungen
Bei Downhole-Messungen erfolgt die Anregung mittels Hammerschlag von
der Gela¨ndeoberfla¨che aus. Der Abstand der Anregung zum Bohrloch sollte
zur Vermeidung der Ausbildung von Wellen u¨ber das Bohrloch selbst min-
destens 1 m, jedoch zur Vermeidung von Refraktionen nicht mehr als 5 m
betragen [N+10]. Die Messung von Scherwellen ist erst ab ca. 2−3 m Tiefe
mo¨glich, da oberhalb davon durch U¨berlagerung mit Kompressions- und
Rayleighwellen die Laufzeiten der Scherwellen praktisch nicht bestimmbar
sind [N+10]. Die Schwingungsaufnehmer befinden sich in einer Messsonde,
die in ein Bohrloch ( ≈ 75− 100 mm) gefu¨hrt wird. Je nach gewu¨nschter
vertikaler Auflo¨sung (u¨blicherweise 0,25−1,0 m nach [N+10]) erfolgt jeweils
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eine Messung in unterschiedlicher Tiefe der Sonde und damit unterschied-
lichem Abstand des Empfa¨ngers zur Anregungsquelle.
Bei Uphole-Messungen ist es genau umgekehrt. Die Anregung erfolgt in ei-
nem Bohrloch und die Messwertaufnahme wird auf der Oberfla¨che mittels
Geophonen vorgenommen. Diese ko¨nnen in entsprechend großer Anzahl
entlang eines Profils a¨hnlich wie bei einer Oberfla¨chenmessung angeord-
net werden, wodurch man mit einem Schlag entsprechend viele Laufzeiten
ermitteln kann. Man erha¨lt dadurch auch Informationen u¨ber die Wellen-
geschwindigkeiten u¨ber einen entsprechend gro¨ßeren Bereich neben dem
Bohrloch.
Die Wellenausbreitung der Druckwellen (P ) und horizontal polarisierten
Scherwellen (Svh) erfolgt sowohl bei Downhole-Messungen als auch bei
Uphole-Messungen in anna¨hernd vertikaler Richtung. Bei der Auswer-
tung der Messungen muss daher beru¨cksichtigt werden, dass aufgrund der
zur Bohrlochstu¨tzung notwendigen Rohre, die ha¨ufig steifer als der um-
gebende Boden sind, zur Refraktion der Wellen an der Bohrlochwand
kommen kann. Außerdem muss bei starken Steifigkeitsunterschieden an
den Bodenschichtgrenzen die Refraktion der Wellen bei der Auswertung
beru¨cksichtigt werden [VLNW10b]. Die Messprinzipien der Downhole- und
Uphole-Messungen sind in Abbildung 2.7 dargestellt.
Abbildung 2.7: Prinzip der Downhole-Messungen (links) und Uphole-
Messungen (rechts) aus [SP09].
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2.3.3 Seismische Drucksondierung (S-CPT) und seismisches
Flachdilatometer (S-DMT)
Die seismische Drucksondierung (S-CPT), z.B. [RCGR86] und das seis-
mische Flachdilatometer (S-DMT), z.B. [Hep89], [MM07] und [MMTM08]
funktionieren vom Prinzip her genauso wie die Downhole-Messung, d.h.
die Anregung erfolgt mittels Hammerschlag an der Gela¨ndeoberfla¨che und
man misst die Laufzeit der Wellen von der Anregung bis zum jeweiligen
Schwingungsaufnehmer. Die Aufnehmer befinden sich jedoch nicht in ei-
nem Bohrloch, sondern in der Sondierspitze (S-CPT) bzw. in einem sepe-
raten seismischen Modul oberhalb der Dilatometerspitze (S-DMT). Nach
dem Messvorgang wird weiter sondiert und in einer gro¨ßeren Tiefe eine er-
neute Messung ausgefu¨hrt. Wie bei den Downhole-Messungen betra¨gt der
u¨bliche Messpunktabstand 0,25 − 1,0 m und die Ermittlung von cs und
cp ist aufgrund der U¨berlagerung der Wellen erst ab ca. 2 − 3 m unter
Gela¨ndeoberfla¨che mo¨glich [N+10].
Die Wellenausbreitung der Druckwellen (P ) und horizontal polarisierten
Scherwellen (Svh) erfolgt ebenso wie bei Downhole-Messungen in anna¨hernd
vertikaler Richtung. Durch das steife Stahlgesta¨nge der S-CPT bzw. des S-
DMT ist die Refraktion der Wellen an der Bohrlochwand sehr wahrschein-
lich, was bei der Auswertung der Messungen entsprechend beru¨cksichtigt
werden muss.
2.3.4 Refraktionsseismik und Refraktionstomographie
Die Refraktionsseismik ist ein Oberfla¨chenverfahren, bei dem die Refraktion
der Wellen an Schichten mit ho¨herer Wellengeschwindigkeit c2 in gro¨ßerer
Tiefe (Liegendschicht) gegenu¨ber der oberfla¨chenna¨heren Schicht (Han-
gendschicht) mit geringerer Wellengeschwindigkeit c1 ausgenutzt wird, siehe
Abbildung 2.8. Erreicht die eingetragene Welle diese Schichtgrenze, breitet
sich ein Anteil der Wellenenergie entlang dieser Schichtgrenze mit der Ge-
schwindigkeit c2 aus und wird kontinuierlich an die Oberfla¨che unter einem
kritischen Winkel i = arcsin(c1/c2) abgestrahlt bzw. refraktiert [N+10].
Mit einer an der Oberfla¨che installierten Geophonkette lassen sich die ent-
sprechenden Wellengeschwindigkeiten der Kompressionswellen cp1 und cp2
sowie der horizontal polarisierten Scherwellen cs1 und cs2 aus den gemes-
senen Ersteinsa¨tzen der refraktierten Wellen ermitteln. Der Messpunktab-
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stand der Geophone betra¨gt je nach erforderlicher Auflo¨sung ca. 0,5−5,0 m
und die Messla¨nge der Geophonkette bis ca. 50 m [N+10] entsprechend der
erforderlichen Tiefe des Wellengeschwindigkeitprofils.
Abbildung 2.8: Prinzip der Refraktionsseismik aus [N+10].
Da in der Praxis in der Regel eine Zunahme der Steifigkeit innerhalb einer
Schicht und keine scharfen Schichtgrenzen vorhanden sind, ist ein entspre-
chend verfeinertes Auswerteverfahren zur Ermittlung von kontinuierlichen
Geschwindigkeitsverteilungen mit der Tiefe notwendig. Dazu wurde mit
[Nol87] die Refraktionstomographie eingefu¨hrt. Diese funktioniert ebenso
wie die Refraktionsseismik nur bei zunehmenden Wellengeschwindigkeiten
mit der Tiefe, damit die gekru¨mmten Wellenstrahlen (”Tauchwellen”) un-
ter bestimmten Winkeln wieder die Oberfla¨che erreichen [N+10].
Die Auswertung erfolgt dabei iterativ mit numerischen Verfahren, bei der
ausgehend von einem Startmodell die Wellengeschwindigkeiten berechnet
und durch einen Vergleich mit den Messwerten ein verbessertes Modell ab-
geleitet wird, bis eine ausreichende Anpassung an die Messwerte erreicht
ist (”Inversion”), [N
+10].
2.3.5 Dispersionsmessung der Rayleighwellen und Spektra-
le Analyse von Oberfla¨chenwellen (SASW)
Bei der Dispersionsmessung der Rayleighwellen bzw. Ober-
fla¨chenwellenmessung wird ein harmonisches, konzentrisches Wellenfeld an
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der Oberfla¨che in einer bestimmten Frequenz f eingetragen [S+02], siehe
Abbildung 2.9.
Abbildung 2.9: Prinzip der Rayleighwellendispersionsmessung aus [SP09].
Durch das dispersive Verhalten bzw. die Frequenzabha¨ngigkeit der Ray-
leighwellen dringen tieffrequente Wellen tiefer in den Untergrund ein als
hochfrequente Wellen. Die Rayleighwellengeschwindigkeit cr wird dabei
gema¨ß [S+02] durch die dynamischen Eigenschaften des Untergrundes in
der Tiefe von 1/3− 1/2 der Wellenla¨nge λr mit λr = cr/f bestimmt.
Mit Schwingungsaufnehmern in unterschiedlichen Entfernungen zur
Anregungsquelle werden die Amplitude und die auf eine Referenz-
schwingung bezogene Phasenverschiebung gemessen. Aus der Kurve der
Phasenverschiebung als Funktion der Entfernung wird die Rayleighwellen-
geschwindigkeit cr und aus der Amplitudenkurve das Da¨mpfungsverhalten
des Untergrunds ermittelt. Durch Variation der Frequenz der anregenden
Schwingung erha¨lt man ein Profil von cr u¨ber die Tiefe [S+02].
Die Scherwellengeschwindigkeit cs kann aus der gemessenen Rayleighwel-
lengeschwindigkeit cr u¨berschla¨glich mit cs ≈ 1,1 · cr bzw. unter Kenntnis
der Querdehnzahl ν mit cs ≈ (1 + ν)/(0,87 + 1,12 ν) · cr nach [Gra75]
ermittelt werden.
Bei der Spektralen Analyse von Oberfla¨chenwellen (englisch: Spectral
Analysis of Surface Waves, SASW), [SWBR94] wird ebenso wie bei
der Dispersionsmessung die Frequenzabha¨ngigkeit der Rayleighwellen
ausgenutzt. Es werden dabei eine Impulsanregung fu¨r ein breites Frequenz-
spektrum und mindestens 12 Schwingungsaufnehmer in unterschiedlichen
Entfernungen zur Anregungsquelle beno¨tigt [N+10].
Aus den Zeitsignalen zweier Schwingungsaufnehmer vi(t) und vj(t) wird
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nach Transformation in den Frequenzbereich die Kreuzleistungsdichte
Si,j(f) in Abha¨ngigkeit von der Frequenz f = ω/(2pi) gebildet, siehe auch
[DIN00]:
Si,j(f) = V ∗i (iΩ)Vj(iΩ) (2.12)
mit: V ∗i (iΩ) = Vi(−iΩ) konjugiert komplexe Funktion von Vi(iΩ)
Vi(iΩ) = F{vi(t)} und Vj(iΩ) = F{vj(t)} Fourier-Transf. Signale
Aus der frequenzabha¨ngigen Kreuzleistungsdichte Si,j(f) kann der fre-
quenzabha¨ngige Phasenwinkel θij(f) bestimmt werden. Mit θij(f) und
dem Abstand der Schwingungsaufnehmer dij erha¨lt man die Phasenge-
schwindigkeit c(f) = 2pi · f · dij · θij(f), siehe Abbildung 2.10.
Abbildung 2.10: Prinzip der Spektralen Analyse von Oberfla¨chenwellen aus
[SP09].
2.4 Ermittlung der Bodensteifigkeiten im Labor
In Laborversuchen ko¨nnen die Versuchsrandbedingungen wie Spannungszu-
stand, Dichte, Wassergehalt, Porenzahl und Plastizita¨t relativ genau erfasst
werden. Nachteilig ist allerdings, dass durch Entnahme und Transport der
Spannungszustand beeinflusst wird, was sich insbesondere auf die Steifig-
keit bei sehr kleinen Dehnungen stark auswirken kann.
Man erha¨lt dadurch in Laborversuchen ha¨ufig geringere Steifigkeiten als in
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Feldversuchen. So wird in [SK97] angegeben, dass Crosshole-Versuche ei-
ne bis zu 2− 3-fache Steifigkeit gegenu¨ber Resonanzsa¨ulen-Versuchen auf-
weisen ko¨nnen. In [JLLP95] wurden jedoch nur geringe Steifigkeitsunter-
schiede zwischen Feldversuchen (Crosshole, Downhole) und Laborversuchen
(Bender-Elemente, Resonanzsa¨ulen) an 6 verschiedenen Tonen bei entspre-
chend hoher Probenqualita¨t gemessen. Bei der Auswertung wurde jedoch
auch die Anisotropie, die durch Bender-Elemente-Versuche in vertikaler und
horizontaler Richtung ermittelt wurde, beru¨cksichtigt.
Laborversuche ko¨nnen sowohl dynamische Versuche (Bender-Elemente-
Versuch, siehe Abschnitt 2.4.1 oder Resonanzsa¨ulen-Versuche, siehe Ab-
schnitt 2.4.4) als auch zyklische Versuche (Einfachscherversuch, siehe Ab-
schnitt 2.4.2 oder Triaxialversuche, siehe Abschnitt 2.4.3 oder Torsions-
Scherversuche, siehe Abschnitt 2.4.5) sein. Da in O¨dometerversuchen in
der Regel deutlich ho¨here Dehnungsbereiche (γ ≥ 10−3) auftreten, werden
diese hier nicht betrachtet.
Bei den zyklischen Versuchen spielen im Gegensatz zu dynamischen Versu-
chen Tra¨gheitskra¨fte keine Rolle und die Frequenz liegt in der Regel zwi-
schen 0,1 und 10 Hz. Bei dynamischen Versuchen ist die Frequenz hingegen
wesentlich ho¨her und betra¨gt zwischen ca. 50 und 250 Hz [S+02].
2.4.1 Bender-Elemente-Versuch
Mit Bender-Elemente-Versuchen (BE-Versuchen) kann die Steifigkeit von
Bodenproben bei sehr kleinen Dehnungen (γ ≤ 1 · 10−6) ermittelt werden,
ohne dass eine definierte Dehnung eingetragen und gemessen wird. Danach
kann ein entsprechender zyklischer (Einfachscher- oder Triaxialversuch)
oder dynamischer Versuch (Resonanzsa¨ulen-Versuch) an der in den
entsprechenden Versuchssta¨nden eingebauten Probe erfolgen, bei der die
Abnahme von G mit γ bestimmt werden kann. BE-Versuche ko¨nnen auch
in O¨dometerversuchssta¨nden durchgefu¨hrt werden, siehe z.B. [JLLP95].
Im BE-Versuch werden piezokeramische Pla¨ttchen bzw. so genannte
Bender-Elemente auf der Ober- und Unterseite bzw. an gegenu¨berliegenden
horizontalen Ra¨ndern von Bodenproben angeordnet, mit denen Scher-
und Kompressionswellen gesendet und empfangen werden ko¨nnen. Die
Pla¨ttchen ragen dabei ca. 3 mm in die Bodenprobe hinein, siehe [Atk00].
Durch die Eintragung einer geringen elektrischen Spannung auf das
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Pla¨ttchen einer Seite wird eine Schwingung und damit die Ausbreitung
einer Welle angeregt. Mit dem Bender-Element auf der gegenu¨berliegenden
Seite wird die Verformung infolge der ankommenden Welle als Span-
nungsa¨nderung induziert und damit das Eintreffen der Welle und daraus
die Laufzeit ermittelt. Die exakte Bestimmung der Laufzeit zwischen dem
gesendeten und empfangenen Signal sowie die Festlegung der effektiven
Laufzeitla¨nge zwischen den ca. 3 mm großen Pla¨ttchen ist jedoch nicht
trivial. Hierfu¨r sind spezielle Interpretationen [VA95a] bzw. Analysen
[ABR98] notwendig.
U¨blicherweise werden nur Scherwellen gemessen. Mit speziellen Bender-
Extender-Elementen ko¨nnen jedoch auch gleichzeitig Scher- und Kom-
pressionswellen gemessen werden, siehe z.B. [LG01]. Durch Anordnung
von Bender-Elementen nicht nur am Probenkopf und -fuß, sondern auch
am horizontalen Probenrand bzw. an der Probenmembran ist es mo¨glich,
neben den horizontal polarisierten Scherwellen in vertikaler Ausbrei-
tungsrichtung (Svh) auch horizontal und vertikal polarisierte Scherwellen
in horizontaler Ausbreitungsrichtung (Shh und Shv) zu messen und da-
mit die Anisotropie des Bodens zu bestimmen [KJ02], siehe Abbildung 2.11.
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1–2 bit due principally to electrical noise; further details
are given by Kuwano et al. (2000).
The strain ranges over which granular soils show quasi-
elastic behaviour are generally very small, with non-linearity
becoming noticeable after just 0·001% compression in some
tests. Fine stress and strain measurement resolution was
therefore essential. The scatter of stiffness measurements
may be considered by examining the variations in the
vertical secant Young’s modulus (E9v
sec) that would be calcu-
lated for single data points as a result of scatters in the
measurement of axial (vertical) strain (v) and effective axial
(vertical) stress ( 9v).
Vertical secant Young’s modulus (E9v
sec) is calculated as
the inclination of the stress–strain ( 9v  v) curve with
respect to a fixed origin, as expressed in equation (1). The
scatter of E9v
sec is expected to be magnified in the small-
strain region.
E9v
sec ¼ ˜ 9v
v
(1)
The scatter in E9v
sec(dE9v
sec) caused by the scatter in v(dv)
or ˜ 9v(d˜ 9v) is expressed respectively as follows:
dE9v
sec ¼ ˜ 9v
2v
 dv, dE9v
sec
E9vsec
¼  dv
v
Scatter due to dv (2)
dE9v
sec ¼ 1
v
 d˜ 9v, dE9v
sec
E9vsec
¼ d˜ 9v
˜ 9v
Scatter due to ˜ 9v
(3)
The potential scatters in individual E9v
sec data points cap-
tured over the small-strain range are evaluated in Table 4,
applying data from a test on dense HRS (which involved
isotropic compression to p9 ¼ 200 kPa, an ageing/creep
pause, and then drained compression). The initial stress–
strain origin and the standard deviation values for stress and
strain were obtained by statistical analysis from multiple
data points recorded at the end of the ageing period imposed
prior to the onset of shearing (see Fig. 3), when the strain
rates had fallen to values less than one hundredth of those
applied during the subsequent stress probing. The scatter in
axial strain is clearly the dominant factor in determining the
scatter of measuring E9v
sec, and this emphasises the impor-
tance of accurate strain measurements.
Taking multiple data points and treating them statistically
reduces the scatter in the deduced (secant or tangent)
stiffnesses, with the standard errors being inversely propor-
tional to the square root of the number of readings taken.
Naturally, the best-fitting tangent and secant stiffnesses are
identical over the linear range provided they share the same
stress–strain origin. The degree of scatter about these trends
is evident in the individual stress–strain plots presented
later. The precision of stiffness measurements involves many
factors, such as the transducers’ long-term stability, error in
calibration, and non-uniform deformation of the sample.
Stability checks showed that any systematic instrument drift-
ing was negligible over the individual small-strain probing
test durations (typically 5–10 min), although diurnal changes
had a significant impact in the longer term. Imperfections in
the transducers’ calibration models were also negligible
compared with the dominant source of potential error:
scatter in the individual strain data points (Kuwano et al.,
2000). Great care was taken to minimise sample end re-
straint through lubricated ends and oversized platens.
Kuwano (1999) shows that the steps made the stiffness data
practically free from the effects of non-uniformity (caused
by end restraint) and the associated non-cylindrical straining.
The tests were performed in a temperature-controlled
laboratory. The axial strains reported here were all obtained
from local measurements. Although in most tests the radial
(and volumetric) strains were based on local measurements,
Shh(R)
Shv(R)
Svh(R)
Shh(T)
Shv(T)
Svh(T)
Fig. 2. Arrangement of bender elements in the triaxial sample
Table 2. Resolution of stress measurement transducers in the triaxial cell
Transducer Load/displacement Approximate
sensitivity
Resolution
Range 1 (20 mV) Range 2 (150 mV)
Load cell Deviator load 375 N=mV 0:23 N 1:7 N
Pressure gauge Cell pressure 51 kPa=mV 0:03 kPa 0:23 kPa
Pore water pressure (base) 50 kPa=mV 0:03 kPa 0:23 kPa
Pore water pressure (top) 21 kPa=mV 0:01 kPa 0:09 kPa
Ram pressure 210 kPa=mV 0:13 kPa 0:96 kPa
{ There were significant changes in resolution as the voltage range changed, because the 16-bit A/D converter was auto-ranged. Tests were
performed in the sensitive range as possible, but inevitably the most sensitive range was exceeded at large stresses/strains.
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Abbildung 2.11: Ermittlung der Scherwellen Svh, Shh und Shv in Bender-
Element-Versuchen, aus [KJ02].
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2.4.2 Zyklischer Einfachscherversuch
Der zyklische Einfachscherversuch (Direct Simple Shear, DSS) ist ein Ele-
mentversuch, bei dem unter einer konstanten Vertikal- und Horizontalspan-
nung eine Scherdehnung durch eine horizontale Relativverschiebung ux zwi-
schen oberen und unteren Scherrahmen eingetragen wird, siehe Abb. 2.12.
 
Bild 2 
ux
 γxy = ux / Y 
Y
τxy 
τxy 
X
uy 
σy = σ1 
σx = σ3 
σy = σ1 
 τyx 
τyx 
σx = σ3 
Abbildung 2.12: Einfachscherversuch mit konstantem Volumen
Durch die aufgrund der horizontal unverschieblichen, jedoch verdrehbaren
Seitenwa¨nde ergibt sich zuna¨chst ein o¨dometrischer Spannungszustand, bei
dem die eingetragene Vertikalspannung σy der gro¨ßten Hauptspannung σ1
und die Horizontalspannung σx der kleinsten Hauptspannung σ3 = K0 · σ1
entspricht. Der Spannungszustand entspricht damit anna¨hernd den in
situ Verha¨ltnissen und die eingetragene Scherbeanspruchung quasi einer
Erdbebenanregung, jedoch modellbedingt zyklisch, d.h. ohne Einfluss von
Massentra¨gheitskra¨ften.
Das Verha¨ltnis ux/Y wird als Scherdehnung γxy bezeichnet. Dabei gilt fu¨r
kleine Dehnungen γxy = 2εxy ≈ ux/Y + uy/X, wobei uy/X ≈ 0 betra¨gt.
In diesem Versuch wird damit eine ebene Scherverformung (nur in der x-y
Ebene, γyz = γzx = εzz = 0) durchgefu¨hrt.
Geht man davon aus, dass durch die Scherbeanspruchung keine zusa¨tzlichen
Vertikalverformungen eintreten (εyy = uy/Y ≈ 0) vereinfacht sich der
Dehnungstensor wie folgt:
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 ε1 0 00 ε2 0
0 0 ε3
 =
 12γxy 0 00 0 0
0 0 −12γxy

Damit betra¨gt im volumenkonstanten Einfachscherversuch die 2. Invariante
des deviatorischen Dehnungstensors IIe = 1/4 ·γ2xy entsprechend Gleichung
(2.3) bei volumenkonstanter, reiner Scherbeanspruchung. Analog zur Glei-
chung (2.4) ergibt sich damit die Scherdehnungsinvariante γ, die der Scher-
dehnung γxy entspricht zu:
γ = γxy = 2 ·
√
IIe =
√
2
3
·
√
(ε1 − ε2)2 + (ε2 − ε3)2 + (ε3 − ε1)2 .
(2.13)
Der Einfachscherversuch besticht dabei durch seine Ausrichtung auf ei-
ne reine Scherbeanspruchung in einer Ebene. Damit a¨ndert sich wa¨hrend
des Versuches lediglich die Scherdehnung γxy als wesentliche Gro¨ße fu¨r die
Abha¨ngigkeit der Steifigkeit G(γ), wa¨hrend die anderen Dehnungskompo-
nenten εii und εjk unvera¨ndert bleiben.
Das Versuchskonzept schaut auf den ersten Blick einfach aus. Die Sicherstel-
lung von anna¨hernd homogenen Spannungen und Dehnungen als Vorausset-
zung fu¨r einen Elementversuch sind jedoch sehr schwierig, da die Normal-
und Schubspannungen an den Ra¨ndern, insbesondere bei gro¨ßeren Verfor-
mungen, ha¨ufig ungleichma¨ßig verteilt sind [SK97]. Außerdem erfordert die
Eintragung der zyklischen Horizontalspannung auf den oberen Scherrah-
men bei gleichzeitig konstant zu haltender Vertikalspannung aufgrund der
notwendigen hohen Genauigkeit bei sehr kleinen Dehnungen eine sehr hohe
Pra¨zision. Der Einfachscherversuch ist deshalb in der Regel großen For-
schungseinrichtungen vorbehalten, wie z.B. dem Norwegischen Geotechni-
schen Institut (NGI), wo dieser von Bjerrum und Landva [BL66] zur Un-
tersuchung von hochsensitiven Quick-Tonen eingefu¨hrt wurde.
Die eingetragene Frequenz bei den Versuchen liegt zwischen 0,01− 0,1 Hz,
so dass ein Versuch mit hoher Zyklenzahl relativ lange dauern wu¨rde. Es
werden deshalb u¨blicherweise nur eine relativ geringe Anzahl an Zyklen
eingetragen, z.B. maximal 200 Zyklen in [OM88] oder maximal 30 Zyklen
in [HV04].
Gema¨ß den Angaben aus [DV95] und [LVD97] betra¨gt die kleinste eingetra-
gene Scherdehnung γ ≈ 6·10−6, aus der mit der zugeho¨rigen Schubspannung
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τ der Schubmodul G bestimmt werden kann. Bei dieser Scherdehnung be-
tra¨gt nach Abbildung 2.1 b) G ≈ G0 und es beginnt der U¨bergangsbereich
zwischen sehr kleinen Dehnungen und kleinen bis mittleren Dehnungen.
Maximal ko¨nnen nach [DLY+82] Scherdehnungen bis γ ≈ 2 ·10−2 eingetra-
gen werden. Dadurch la¨sst sich sowohl die volumetrische Scherdehnungs-
grenze γtv, z.B. [Vuc94] und [HV04], als auch die Akkumulation bleibender
Verformungen bei γ > γtv, z.B. in [CV92], bestimmen. Aufgrund des großen
Dehnungsbereiches von 6 ·10−6 ≤ γ ≤ 2 ·10−2 la¨sst sich außerdem auch gut
die Abnahme des Schubmoduls G mit zunehmender Scherdehnungsampli-
tude γ, z.B. [VD91], ermitteln.
2.4.3 Zyklischer Triaxialversuch
Der zyklische Triaxialversuch ist ebenfalls ein Elementversuch, bei dem in
der Regel ausgehend von einem isotropen Spannungszustand eine Span-
nung in Hauptspannungsrichtung eingetragen wird. Frequenz ca. 0,5− 2,0
Hz, im Mittel 1,0 Hz. Abbildung 2.13 zeigt die aufgebrachte Vertikalspan-
nung σy = σ1, die gro¨ßer als die senkrecht zur Rotationsachse wirkende
Horizontalspannung σx = σ2 = σ3 ist. Die Hauptdehnungen ergeben sich
analog zu εy = ε1 ≥ εx = ε2 = ε3.
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3. Charakteristik des Materialverhaltens
Y
uy
X = r
σx = σ3
σy = σ1
σx = σ3 ux
Abhängigkeit von der Scherdehnung
Scherdehnung im Triaxialversuch
Scherdehnungskomponenten
(größte Hauptdehnung)
(kleinste Hauptdehnung)
Abbildung 2.13: Triaxialversuch
Die Schubspannung betra¨gt τc = (σ1 − σ3)/2 und die zugeho¨rige Scher-
dehnung ergibt sich zu γc = 2 · ε13 = ε1 − ε3. Die 2. Invariante des
deviatorischen Dehnungstensors betra¨gt mit ε1 > ε2 = ε3 :
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IIe =
1
6
[(ε1 − ε2)2 + (ε2 − ε3)2 + (ε3 − ε1)2] = 13(ε1 − ε3)
2 . (2.14)
Die Scherdehnungsinvariante γ nach Gleichung (2.4) ergibt sich damit unter
den Randbedingungen eines Triaxialversuches mit ε1 > ε2 = ε3 zu:
γ = 2 ·
√
IIe =
2√
3
· (ε1 − ε3) = 2√
3
· γc . (2.15)
Die Scherdehnungsinvariante γ nach Gleichung (2.15) ist damit um den Fak-
tor 2/
√
3 gro¨ßer als die Scherdehnung γc in einem Triaxialversuch. Fu¨r den
Sonderfall des undrainierten Triaxialversuches mit εv = ε1 + 2 · ε3 = 0 und
damit ε3 = −ε1/2 ergibt sich die Scherdehnungsinvariante γ zu γ =
√
3 ε1,
siehe auch Gleichung (11) in [VD88].
Das muss beim Vergleich der scherdehnungsabha¨ngigen Steifigkeit z.B.
von Triaxialversuchen mit anderen Laborversuchen beachtet werden, denn
es wird u¨blicherweise im Triaxialversuch die Scherdehnung γc = ε1 −
ε3 =
√
3/2 verwendet, wa¨hrend im Einfachscherversuch, im Torsions-
Scherversuch und auch im RC-Versuch die Scherdehnung γ betrachtet wird
[VD88], [JLLPP94].
Im konventionellen Triaxialversuch wird die axiale Dehnung ε1 aus der ge-
messenen Zusammendru¨ckung der Probe uy bezogen auf die Anfangsho¨he Y
der Probe berechnet. Dabei ist es praktisch nicht mo¨glich, die Steifigkeiten
bei sehr kleinen Dehnungen zu ermitteln, da die Ober- und Unterfla¨che der
Probe nicht perfekt eben und parallel sind und dadurch die Probe keinen
vollsta¨ndigen Kontakt zur Kopf- und Fußplatte hat. Dadurch wu¨rde man
bei sehr kleinen eingetragenen Dehnungen zu kleine Steifigkeiten messen.
Man kann deshalb nur fu¨r Dehnungen ε1 ≥ 3 − 5 · 10−4 die Steifigkeiten
zuverla¨ssig ermitteln. So wurden z.B. in [IDS78] die Hystereseschleifen und
die daraus abzuleitenden Steifigkeiten und Da¨mpfungen fu¨r Dehnungen von
ε1 ≥ 3 · 10−4 untersucht.
Durch die Implementierung von lokalen Dehnungsaufnehmern (englisch: lo-
cal strain transducers) am vertikalen Rand der Probe lassen sich jedoch
auch axiale Dehnungen ab ε1 ≈ 5 · 10−5 messen [JSB84]. Dadurch ist es
mo¨glich, die Abnahme des Schubmoduls G0 mit zunehmender Scherdeh-
nungsampitude γ zu untersuchen.
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2.4.4 Resonanzsa¨ulen-Versuch
Im Resonanzsa¨ulen-Versuch bzw. RC-Versuch (englisch: Resonant-Column)
wird die Probe, ebenso wie im Triaxialversuch nach dem Einbau mit ei-
nem isotropen Druck beaufschlagt und dadurch anna¨hernd isotrop vorkon-
solidiert. Durch das Eigengewicht des Antriebskopfes und der Kopfplatte
besteht jedoch eine geringe Anisotropie. Die Scherdehnung wird zumeist
durch eine elektromagnetisch erzeugte Torsionsschwingung am Antriebs-
kopf eingetragen, wa¨hrend der Probenfuß unverschieblich gehalten ist. Da-
durch entsteht eine Torsionsbeanspruchung in der gesamten Probe, siehe
Abbildung 2.14.
Durch die Torsionsschwingungen werden die Massentra¨gheitskra¨fte des Pro-
benmaterials aktiviert, weswegen es sich um einen dynamischen Versuch
handelt. Durch Variation der Anregungsfrequenz wird die niedrigste Fre-
quenz gesucht [S+02], in der die Resonanz der Probe erfolgt. Nachteilig ist,
dass dabei weder die Dehnungsraten noch die Anzahl der Lastzyklen kon-
trolliert werden ko¨nnen [LPPL+93].
Neben der Ausfu¨hrung mir freier Kopflagerung und fest eingespanntem Pro-
benfuß sind gema¨ß [S+02] auch die Lagerungen frei/frei, fest/federnd oder
federnd/federnd mo¨glich.
Abbildung 2.14: RC-Versuch aus [Rac06]
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Prinzipiell ko¨nnen im RC-Gera¨t Vollzylinderproben, aber auch Hohlzylin-
derproben untersucht werden. Vollzylinderproben haben den Nachteil, dass
die Scherdehnung nicht u¨ber den gesamten Probenradius konstant, son-
dern in der Achse gleich 0 und am Rand maximal ist und es sich somit
nicht um einen Elementversuch handelt. Die maßgebende mittlere Scher-
dehnung γ infolge der Torsionsbeanspruchung wird dabei anhand von Er-
fahrungen rechnerisch bei 0,7R nach [Hau96] bzw. bei 0,8R nach [CS79]
und [CPB+09] bestimmt, wobei R der Probenradius ist. In der amerika-
nischen Norm ASTM D 4015 [AST07] wird die mittlere Scherdehnung γ
ebenfalls bei 0,8R ermittelt.
Bei Hohlzylinderproben ist die Scherdehnung hingegen a¨hnlich wie beim
Einfachscherversuch quasi konstant verteilt, siehe Abbildung 2.15, jedoch
ist der Probeneinbau wesentlich aufwa¨ndiger und bei inhomogenen Proben-
material aufgrund des großen Verha¨ltnisses von Probenwand zur Proben-
fla¨che deutlich sto¨ranfa¨lliger. So wa¨re beispielsweise die Herstellung von
Hohlzylinderproben bei Torf praktisch nicht mo¨glich. Bei solchem emp-
findlichen Probenmaterial ist bereits der Einbau einer zylindrischen Probe
schwierig.
Der Vergleich von Messungen an Hohl- und Vollzylinderproben zeigte nach
Untersuchungen an trockenen Sanden von [WT04] und [WT05] keine we-
sentlichen Unterschiede.
2.4.5 Torsions-Scherversuch
Der Torsions-Scherversuch ist vom Versuchsaufbau a¨hnlich wie der RC-
Versuch, jedoch erfolgt die Anregung durch eine (quasistatische) Torsions-
belastung mit Frequenzen ≤ 5 Hz [Rac06] anstatt der Torsionsschwingung
beim RC-Versuch.
Ebenso wie bei den RC-Versuchen mit den dort beschriebenen Vor- und
Nachteilen sind Torsions-Scherversuche an Vollzylindern und Hohlzylindern
mo¨glich. In der Literatur angegebene Torsions-Scherversuche wurden je-
doch zumeist als Hohlzylinderversuche (englisch: torsional shear using long
hollow zylindrical speciems, THCS) durchgefu¨hrt, z.B. am Ticino-Sand und
Quiou-Sand in [LPPL+93], am Toyoura Sand in [JLLPP94] und an 6 ver-
schiedenen italienischen Tonen in [JLLP95].
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Die Eintragung der Torsionsbelastung auf dem oberen Probenring bei
gleichzeitig fixiertem Probenfuß fu¨hrt zu einer u¨ber die Probenho¨he kon-
stanten Schubspannung τ und Scherdehnung γ, vergleichbar mit der Scher-
dehnung γ im Einfachscherversuch. Beim THCS-Versuch ko¨nnen jedoch die
Axialspannung σa sowie der Außen- und Innendruck pa und pi unabha¨ngig
voneinander gesteuert werden, wodurch man sowohl isotrope als auch unter-
schiedliche anisotrope Anfangsspannungszusta¨nde untersuchen kann, siehe
Abbildung 2.15 links.
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Abbildung 2.15: Schematische Darstellung der Spannungen und Dehnungen
in einem Torsions-Scherversuch nach [HD72b] und [Yu06].
Im Anfangsspannungszustand (vor Aufbringen der Torsionsbelastung) ent-
spricht die Axialspannung σa der gro¨ßten Hauptspannung σ1. Durch die
Steuerung von Außen- und Innendruck pa und pi erha¨lt man die Ringspan-
nung σr = σ2 und die Tangentialspannung, die der kleinsten Hauptspan-
nung σ3 entspricht, siehe Abbildung 2.15 rechts.
Aufgrund des Fehlens von Massentra¨gheitskra¨ften handelt es sich im Ge-
gensatz zum RC-Versuch um einen zyklischen Versuch und nicht um einen
dynamischen Versuch.
Die eingetragenen Kra¨fte und Verformungen ko¨nnen im Gegensatz zum RC-
Versuch direkt gemessen werden. Dadurch lassen sich die Anzahl der Zyklen
sowie der Schubspannungs-Scherdehnungsverlauf innerhalb eines Zyklus be-
stimmen. Die kleinste einzutragende Scherdehnung betra¨gt versuchtstech-
nisch bedingt γ ≥ 5 · 10−5 gema¨ß [ITT78].
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2.5 Bodensteifigkeit bei sehr kleinen Dehnungen
Der Maximalwert des Schubmoduls G0 kann nur bei sehr kleinen Dehnun-
gen gemessen werden und ist fu¨r verschiedene Bodenarten vor allem vom
mittleren effektiven Druck ps = −1/3 · (σ′x + σ′y + σ′z) und der Porenzahl e
abha¨ngig. Die Scherwellen durchlaufen das poro¨se Medium bei hohem Fest-
stoffanteil bzw. geringer Porenzahl e entsprechend schneller als bei Bo¨den
mit hoher Porenzahl. Durch die ho¨here Scherwellengeschwindigkeit cs und
ho¨here Dichte ρ ergibt sich nach der Beziehung G0 = c2s ·ρ ein entsprechend
gro¨ßeres G0 bei Bo¨den mit kleinem e gegenu¨ber Bo¨den mit großem e.
Bei grobko¨rnigen Bo¨den wird G0 ferner durch die Ungleichfo¨rmigkeitszahl
U sowie die Kornform und bei feinko¨rnigen Bo¨den durch die Plastizita¨tszahl
IP , die Konsistenzzahl IC und den U¨berkonsolidierungsgrad OCR beein-
flusst. Dieser Einfluss ist jedoch wesentlich geringer als der von ps und e.
G0 la¨sst sich deshalb allgemein als Produkt eines von der Bodenart
abha¨ngigen Faktors S, einer Funktion der Porenzahl F (e) und einer Funk-
tion aus ps wie folgt nach [Vre08] angegeben:
G0 = S · F (e) · (ps
pa
)m0 · pa mit pa = 100 kPa (2.16)
Durch den Bezug von ps auf den atmospha¨rischen Druck pa als Referenz-
spannung ist Gleichung (2.16) dimensionsgetreu. S, F (e) und m0 sind von
der Bodenart abha¨ngig.
2.5.1 G0 bei mineralischen Bo¨den
Auf Grundlage von RC-Versuchen wurden folgende empirische Beziehun-
gen fu¨r die Ermittlung von G0 aufgestellt:
fu¨r den Ottawa-Sand mit runder Kornform nach [Har65], [HB66] und
[DR70]
G0 =
(32,17− 14,8e)2
1 + e
· p0,5s mit ps in psf und G in psi (2.17)
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und fu¨r einen gebrochenen Quarzsand mit eckiger Kornform, auch nach
[Har65] und [HB66] sowie fu¨r einen normalkonsolidierten Kaolinit (leicht
plastischer Ton mit IP = 21 %) nach [HB68]
G0 =
(30,09− 10,12e)2
1 + e
· p0,5s mit ps in psf und G in psi bzw. (2.18)
G0 = 1230 · (2,97− e)
2
1 + e
· p0,5s mit ps und G in psi . (2.19)
Die Gleichungen (2.18) und (2.19) liefern dabei die gleichen Ergebnisse,
schauen aber durch ihre nicht dimensionsgetreue und einheitenabha¨ngige
Form unterschiedlich aus. Durch U¨berfu¨hrung in die dimensionsgetreue
Form nach Gleichung (2.16) mittels Normierung auf pa = 100 kPa, was
pa = 2088,5 psf = 14,5 psi entspricht, erha¨lt man fu¨r den Ottawa-
Sand mit runder Kornform die Gleichung (2.20) und fu¨r den gebroche-
nen Quarzsand und den normalkonsolidierten Ton Gleichung (2.21), da
S = 1230/
√
14,5 = 323:
G0 = 690 · (2,17− e)
2
1 + e
· (ps
pa
)0,5 · pa mit pa = 100 kPa (2.20)
G0 = 323 · (2,97− e)
2
1 + e
· (ps
pa
)0,5 · pa mit pa = 100 kPa (2.21)
In den Empfehlungen des Arbeitskreises Baugrunddynamik [S+02] werden
zur Abscha¨tzung von G0 fu¨r Sande mit runder Kornform Gleichung (2.20)
und fu¨r Sande mit eckiger Kornform sowie fu¨r normalkonsolidierte bindige
Bo¨den Gleichung (2.21) empfohlen.
In [ITT78] wurde fu¨r den Toyoura-Sand fu¨r Scherdehnungen von γ ≈ 1·10−4
quasi die gleiche empirische Beziehung wie fu¨r den Ottawa-Sand nach Glei-
chung (2.20) angegeben. Einziger Unterschied ist der Faktor S nach Glei-
chung (2.16), der jedoch mit S = 700 fu¨r den Toyoura-Sand nach [ITT78]
anstatt S = 690 fu¨r den Ottawa-Sand jedoch fast gleich groß ist. In [HD72a]
wurden weitere Untersuchungen an leicht plastischem Kentucki-Schluff,
mittelplastischem Kentucki-Ton sowie an trockenem und gesa¨ttigtem San-
Francisco-Sand gefu¨hrt. Auf Grundlage dieser Versuchsergebnisse sowie der
Ergebnisse an normalkonsolidierten Tonen von [HB68] wurde sowohl fu¨r
ungesto¨rte feinko¨rnige Bo¨den als auch fu¨r Sande mit Porenzahlen e ≤ 2
Gleichung (2.21), die in Form von Gleichung (2.19) angegeben wurde, zur
Ermittlung von G0 empfohlen.
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Spa¨ter wurde in [CYD84] die empirische Beziehung (2.21) noch einmal mo-
difiziert, da man fu¨r Porenzahlen > 2 sehr kleine Werte fu¨r G0 und fu¨r
e = 2,97 sogar G0 = 0 erha¨lt. Da der Anwendungsbereich fu¨r Gleichung
(2.21) ohnehin bei e ≤ 2 liegt, war das jedoch nicht notwendig. Die empiri-
sche Beziehung (2.21) liefert im u¨blichen Bereich der Porenzahlen minera-
lischer Bo¨den von e = 0,3 (in der Regel sehr dicht bzw. fest) bis e = 1,2 (in
der Regel sehr locker bzw. breiig) nahezu die gleichen Ergebnisse wie die
empirische Beziehung (2.22) aus [Har78], die auch in [Vre08] fu¨r die meisten
praktischen Anwendungen im Rahmen der Vordimensionierung fu¨r Sande
und einer Vielzahl anderer Bo¨den empfohlen wird:
G0 =
625
0,3 + 0,7 e2
· (ps
pa
)0,5 · pa mit pa = 100 kPa (2.22)
Eine ausfu¨hrliche U¨bersicht u¨ber eine Vielzahl von empirischen Beziehun-
gen fu¨r die Parameter S, F (e) und m0 entsprechend Gleichung 2.16 fu¨r San-
de, Kiese und Tone ist in [Ben07] angegeben. Der Exponent fu¨r die Span-
nungsabha¨ngigkeit wird fu¨r alle Bo¨den im Bereich 0,40 ≤ m0 ≤ 0,55 im Mit-
tel ebenfalls m0 ≈ 0,5 angegeben. [WT09a] erhielten fu¨r RC-Versuchserien
an 4 unterschiedlichen Sanden ebenfalls Werte vonm0 = 0,42−0,53; im Mit-
tel m0 = 0,46 ≈ 0,50. Das entspricht auch den in den Gleichungen (2.21),
(2.22) und (2.20) angegebenen Exponenten fu¨r die Spannungsabha¨ngigkeit
von m0 = 0,50.
Ein Vergleich der empirischen Beziehungen (2.21), (2.22) und (2.20) ist in
Abbildung 2.16 dargestellt. Dabei ist das Produkt S · F (e) fu¨r die Ermitt-
lung von G0 (ohne dem Faktor fu¨r die Spannungsabha¨ngigkeit (ps/pa)m0 ·pa)
aus Gleichung (2.16) angegeben.
Die Strich-Punkt-Kurve in Abbildung 2.16, die Gleichung (2.20) entspricht,
liefert im Bereich der Porenzahlen 0,46 ≤ e ≤ 0,67, in denen der Ottawa-
Sand mit runder Kornform untersucht wurde, um weniger als 10 % geringere
Werte fu¨r G0 gegenu¨ber den Gleichungen (2.21) und (2.22). Ergebnisse an
RC-Versuchen am ebenfalls rundko¨rnigen Monterey-No.0-Sand, [Drn78] er-
gaben im Mittel hingegen sogar etwas gro¨ßere Werte fu¨r G0 als Gleichung
(2.21), [CYD84]. Aufgrund dieser geringen Unterschiede ist die Angabe un-
terschiedlicher empirischer Beziehungen in Abha¨ngigkeit von der Kornform,
wie z.B. in [HB66], nicht notwendig.
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Abbildung 2.16: Produkt S · F (e) zur Ermittlung von G0 fu¨r mineralische
Bo¨den, normiert mit Faktor fu¨r die Spannungsabha¨ngigkeit (ps/pa)m0 · pa.
Mit der empirischen Beziehung (2.22) (gestrichelte Kurve in Abbildung
2.16) erha¨lt man fu¨r Porenzahlen 1,2 ≤ e ≤ 2,0 etwas gro¨ßere Werte fu¨r
den Schubmodul G0 als nach Gleichung (2.21). Da Gleichung (2.22) ledig-
lich auf Versuchsergebnissen mit e ≤ 1,2 basiert und die Versuchsergebnisse
im Bereich 1,2 ≤ e ≤ 2,0 nach Abbildung 2.17 zum Teil deutlich geringe-
re Werte fu¨r G0 liefern, sollte Gleichung (2.22) nur im Porenzahlbereich
e ≤ 1,2 angewendet werden.
Die empirische Beziehung (2.21), also Gleichung (2.16) mit S = 323,
m0 = 0,5 und F (e) = (2,97−e)2/(1+e) kann hingegen gut zur Abscha¨tzung
von G0 fu¨r alle normalkonsolidierten mineralischen Bo¨den mit e ≤ 2 ange-
wendet werden.
U¨berkonsolidierte bindige Bo¨den weisen ha¨ufig ho¨here Steifigkeiten G0 als
normalkonsolidierte Bo¨den auf. Dabei kann Gleichung (2.21) mit dem Fak-
tor OCRk mit k ≤ 0,5 in Abha¨ngigkeit von IP nach [HD72b] angegeben
werden. In [Vre08] sind die Angaben von [HD72b] durch die Gleichung
k = IP /(1 + 3IP )0,5 mit IP in [-] approximiert, wobei diese Gleichung nur
im Bereich 0 ≤ IP ≤ 1 gu¨ltig ist. Diese Beziehung passt auch gut zu den
Ergebnissen von Viggiani & Atkinson [VA95b], die k ≈ 0,20 fu¨r einen hoch
aufbereiteten Kaolin mit IP ≈ 0,22 und k ≈ 0,25 fu¨r den Londoner Ton
mit IP ≈ 0,40 erhielten. Hingegen zeigten RC- und BE-Versuche an 6 ver-
schiedenen Tonen [JLLP95] keine Erho¨hung der Steifigkeit mit OCR.
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2.5.2 G0 bei organischen Bo¨den
Im Rahmen von Untersuchungen an ca. 50 Moorstellen auf 10 verschiede-
nen Eisenbahnstrecken in Deutschland liegen eine Vielzahl von Messergeb-
nissen fu¨r organische Bo¨den neben und unterhalb von Eisenbahnda¨mmen
[VLNW11] vor. Diese sind großteils auch in [Weg09] zusammen mit Ergeb-
nissen von [BAH+98], [Kra00] und [WBA+03] zusammengestellt.
Die Messergebnisse zeigen trotz einer relativ großen Streuung eine unter-
lineare Zunahme des Schubmoduls mit der Spannung ps mit einem Expo-
nenten fu¨r die Spannungsabha¨ngigkeit nach Gleichung (2.16) von ebenfalls
m0 ≈ 0,5, siehe Abbildung 2.17 oben. Mit zunehmender Porenzahl e nimmt
der Faktor S · F (e) ab. Dadurch wird bei gleicher Spannung ps der Schub-
modul mit zunehmender Porenzahl kleiner, siehe Abbildung 2.17.
Fu¨r organische Bo¨den, insbesondere Torfe mit Porenzahlen e ≥ 2,0
konnte auf Grundlage dieser Messergebnisse eine untere Approximation fu¨r
die Ermittlung von G0, die auch in [Weg09] angegeben ist, gefunden werden:
G0 = 323 · 11 + e · (
ps
pa
)0,5 · pa mit pa = 100 kPa (2.23)
Fu¨r einige organische Bo¨den wurden allerdings versuchstechnisch deutlich
ho¨here Werte fu¨r G0 als nach der empirischen Abscha¨tzung 2.23 ermittelt,
siehe Symbole oberhalb der blauen Kurve in Abbildung 2.17 unten. Fu¨r
diese Bo¨den wu¨rde die Korrelation mit der oberen gestrichelten Linie in
Abbildung 2.17 mit S = 323 und F (e) = 1/e0,5 besser passen, wobei man
mit dieser Korrelation G0 teilweise u¨berscha¨tzen wu¨rde.
Fu¨r organische Bo¨den haben wahrscheinlich morphologische Eigenschaften,
wie z.B. die Faserstruktur, die quantitativ schwierig zu erfassen sind, sowie
eine unterschiedlich ausgepra¨gte Anisotropie, die nicht untersucht wurde,
ebenfalls einen nicht unwesentlichen Einfluss auf G0.
Die teilweise deutlich niedrigeren Werte fu¨r G0 in Laborversuchsergebnissen
gegenu¨ber Feldversuchsergebnissen liefern ebenfalls einen Indiz dazu, dass
durch die Probenentnahme und den Probeneinbau im Labor die in situ
noch gut vorhandene Faserstruktur gesto¨rt werden kann. So ergaben RC-
Versuche am Su¨d-D 2 Torf [SR10] nur ca. 1/4 der Steifigkeit G0 gegenu¨ber
den in situ durchgefu¨hrten Downhole-Messungen [GGL11]. Bei organischen
Bo¨den sollte deshalb generell eine Ermittlung von G0 mittels Feldversuchen
erfolgen.
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Abbildung 2.17: Abha¨ngigkeit des Schubmoduls G0 von der mittleren ef-
fektiven Spannung ps (oben) und Produkt S ·F (e) zur Ermittlung von G0,
normiert mit dem Faktor fu¨r die Spannungsabha¨ngigkeit (ps/pa)m0 · pa fu¨r
organische Bo¨den (unten).
2.5.3 Vergleich der Bodensteifigkeit bei sehr kleinen Deh-
nungen und bei großen Dehnungen
Die Steifigkeit bzw. der Grundwert des Schubmoduls G0 bei sehr kleinen
Dehnungen la¨sst sich fu¨r mineralische Bo¨den relativ gut nach der empiri-
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 36 — #42
36 Bodensteifigkeit
schen Beziehung (2.21) und fu¨r organische Bo¨den sehr grob nach der em-
pirischen Beziehung (2.23) in Abha¨ngigkeit von der Porenzahl e und der
mittleren effektiven Spannung ps abscha¨tzen. Die Abha¨ngigkeit der Steifig-
keit G0 von ps ist dabei bei allen Bo¨den a¨hnlich und betra¨gt ca. G0 ∝ pm0s
mit m0 ≈ 0,50.
Bei großen Dehnungen ist hingegen die Spannungsabha¨ngigkeit noch
gro¨ßer. Nach der Ohde-Beziehung [Ohd39]
Es = Eref · ( p
pa
)m · pa (2.24)
mit pa = 100 kPa und dem Steifemodul Eref bei pa = 100 kPa,
die vergleichbar mit Gleichung 2.16 ist, betra¨gt der Exponent fu¨r die Span-
nungsabha¨ngigkeit m fu¨r Sande m ≈ 0,70− 0,80, im Mittel ca. 0,75; wie in
[vSE08] angegeben ist. Gleiches zeigen auch Versuchsergebnisse an 6 unter-
schiedlichen Sanden in [HG99]. So ergibt sich z.B. fu¨r den Karlsruher Sand
mit n = 0,28 (siehe Tabelle 3.1) m = 1− n = 0,72. Bei Tonen und organi-
schen Bo¨den ist der Exponent bei großen Dehnungen mit m ≈ 0,90− 1,00
noch gro¨ßer, wie ebenfalls in [vSE08] angegeben ist.
Da bei großen Dehnungen der Ausnutzungsgrad der Scherfestigkeit
einen wesentlichen Einfluss auf das Verformungsverhalten hat, haben die
Scherfestigkeit und damit die Bodenart, Kornform, Ungleichfo¨rmigkeits-
zahl U , Lagerungsdichte D, Plastizita¨tszahl IP , Konsistenzzahl IC und
U¨berkonsolidierungsgrad OCR einen wesentlich gro¨ßeren Einfluss auf die
Steifigkeit. Die Steifigkeit la¨sst sich deshalb nicht so einfach von der
mittleren Spannung ps und der Porenzahl e wie bei kleinen Dehnungen
abscha¨tzen.
2.6 Abnahme von G mit zunehmendem γ
2.6.1 Allgemeines
Der Schubmodul G nimmt mit zunehmender Scherdehnungsamplitude
γ ab, wie anhand der Hystereseschleife im Schubspannungs-Scherdeh-
nungs-Verlauf in Abbildung 2.18 dargestellt ist. Zur Beschreibung dieser
Steifigkeitsabnahme wird meist der bezogene Schubmodul G/G0 verwendet.
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charakteristisches Spannungs-Dehnungsverhalten 
von Boden mit typischen Dehnungsbereichen
nach Atkinson & Sallfors (1991) 
„Experimental determination of soil properties”
• Nichtlineares Bodenverhalten
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Abbildung 2.18: Hystereseschleife des Schubspannungs-Scherdehnungs-
Verlaufes. Der Schubmodul G nimmt mit zunehmender Scherdehnungsam-
plitude ab: G2 ≤ G1 fu¨r γ2 ≥ γ1
2.6.2 Abnahme von G mit γ bei grobko¨rnigen Bo¨den
Bei grobko¨rnigen Bo¨den ist die Abnahme von G mit zunehmendem γ ins-
besondere vom mittleren Druck ps, der Ungleichfo¨rmigkeitszahl U und dem
Feinkornanteil abha¨ngig. Kornform und mittlerer Korndurchmesser d50 ha-
ben hingegen einen wesentlich geringeren Einfluss auf die Abnahme von
G/G0 mit γ, siehe auch [WT10].
Die sta¨rkere Abnahme von G/G0 mit zunehmendem γ bei geringem mitt-
leren Druck ps ist auf die sta¨rkere Abha¨ngigkeit der Steifigkeit bei klei-
nen Dehnungen gegenu¨ber großen Dehnungen zuru¨ckzufu¨hren. Gema¨ß Ab-
schnitt 2.5 betra¨gt der Exponent fu¨r die Abha¨ngigkeit der Steifigkeit bei
sehr kleinen Dehnungen fu¨r viele Bo¨den m0 ≈ 0,5, fu¨r mittlere bis große
Dehnungen hingegen m ≈ 0,75 fu¨r Sande bzw. sogar m ≈ 1,00 fu¨r Tone.
Der Exponent m(γ) ist somit keine Konstante, sondern nimmt von m0 bei
γ ≈ 10−6 bis m bei γ ≈ 10−3 − γ ≈ 10−2 kontinuierlich zu.
Iwasaki, Tatsuoka und Takagi [ITT78] haben in Auswertung von eige-
nen RC- und THCS-Versuchen am Toyora Sand sowie RC-Versuchen am
trockenen Ottawa Sand von [HRJ63], [Drn67] und [DR70], von THCS-
Versuchen am enggestuften, trockenen Sand von [HD72b] und von DSS-
Versuchen am trockenem enggestuften Quarzsand [SS71b] die Abha¨ngigkeit
des Exponenten m(γ) von γ analysiert, siehe Abbildung 2.19.
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Abbildung 2.19: Abha¨ngigkeit des Exponenten m(γ) von γ fu¨r Sande aus
[ITT78].
Demnach gibt es im Bereich 1 · 10−6 ≤ γ ≤ 1 · 10−4 einen relativ geringen
Anstieg von m(γ) ≤ 0,1 +m0. Im Bereich 1 · 10−4 ≤ γ ≤ 1 · 10−3 kommt es
hingegen zu einem deutlichen Anstieg von ∆m(γ) ≈ 0,25. Fu¨r γ ≥ 1 · 10−3
gibt es wiederum nur einen geringen Anstieg von m(γ) mit zunehmenden
γ, der jedoch bei O¨dometerversuchen bei mittleren bis großen Dehnungen
nicht festgestellt werden konnte. Man geht hier generell von einem konstan-
ten Exponenten m aus.
U¨berschla¨glich kann man von einem anna¨hernd konstanten Verlauf m(γ) ≈
m0 ≈ 0,50 fu¨r γ ≤ 1 · 10−4 und einem konstanten m(γ) ≈ m entsprechend
dem ermittelten Exponenten m z.B. aus O¨dometerversuchen ab γ ≥ 1·10−3
ausgehen. Im Bereich 1 · 10−4 ≤ γ ≤ 1 · 10−3 steigt der Exponent um
∆m(γ) ≈ 0,25 an.
Der gro¨ßere Unterschied m(γ)−m0 ≥ 0,50 bei γ = 1 ·10−2 nach [IZ93], der
auf Auswertungen von [Kho84] anhand der Versuchsergebnisse von [SI70],
[DR70], [SS71b], [HD72b], [IT77], [ITT78], [TIY+79] [Kok80] und [CYD84],
beruht, konnte hingegen nicht besta¨tigt werden. Er wu¨rde zu einer deutlich
ho¨heren Abnahme von G/G0 mit γ bei geringen Spannungen ps fu¨hren.
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Wie die Ergebnisse aus jeweils großen Versuchsserien an Sanden von ver-
schiedenen Autoren ([SWIT86], [SI70], [VD91], [DS01] und [WT10]) zeigen,
ist die Abnahme von G/G0 mit zunehmenden γ von der Spannung ps zwar
vorhanden, aber deutlich kleiner als in [IZ93] angegeben.
Bei doppelter Spannung ergibt sich bei sehr kleinen Dehnungen aufgrund
des Exponenten m0 ≈ 0,50 eine ca. um den Faktor 20,5 ≈ 1,41 ho¨here
Steifigkeit G0. Bei mittleren bis großen Dehnungen γ ≥ 1 · 10−3 ergibt
sich hingegen aufgrund des gro¨ßeren Exponenten m ≈ 0,75 bei doppelter
Spannung ein ca. um den Faktor 20,75 ≈ 1,68 ho¨here Steifigkeit. Bei Bo¨den
im ho¨heren Druckbereich nimmt deshalb die Steifigkeit G(γ) weniger stark
ab als bei Bo¨den im niedrigeren Druckbereich. Das zeigen auch die RC-
und THCS-Versuchsergebnisse von [ITT78] mit ps = 25 − 200 kPa (gru¨ne
Kurven in Abbildung 2.20) und die RC-Versuchsergebnisse von [WT10] mit
ps = 50− 400 kPa (rote Kurven in Abbildung 2.20).
Nahezu alle Kurvenverla¨ufe liegen zwischen der oberen und unteren Grenz-
linie nach [SI70]. Bei hohen Spannungen, z.B. ps = 400 kPa liegen die
Ergebnisse eher an der oberen Rand und bei niedrigen Spannungen z.B.
ps = 25 kPa eher am unteren Rand der Kurven nach Abbildung 2.20.
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RC, TX, DSS; Seed & Idriss (1970); min RC; TX, DSS; Seed & Idriss (1970); max
RC, THCS; Iwasaki et. al. (1978); p_s = 25 kPa RC, THCS; Iwasaki et. al. (1978); p_s = 50 kPa
RC, THCS; Iwasaki et. al. (1978); p_s = 100 kPa RC, THCS; Iwasaki et. al. (1978); p_s = 200 kPa
TX; Seed et. al. (1986) RC, TX, DSS; Vucetic & Dobry (1991)
RC, THCS; Darendelli & Stokoe (2001); p_s = 100 kPa RC, THCS; Darendelli & Stokoe (2001); p_s = 400 kPa
RC; Wichtmann & Triantafyllidis (2010) p_s = 50 kPa RC; Wichtmann & Triantafyllidis (2010) p_s = 100 kPa
RC; Wichtmann & Triantafyllidis (2010) p_s = 200 kPa RC; Wichtmann & Triantafyllidis (2010) p_s = 400 kPa
Abbildung 2.20: Abnahme des bezogenen Schubmoduls G/G0 mit zuneh-
mender Scherdehnungsamplitude γ fu¨r Sande nach RC-, TX-, DSS und
THCS-Versuchen verschiedener Autoren.
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Die Ergebnisse von [IT77] und [WT10] zeigen außerdem, dass die Abnahme
von G/G0 mit zunehmendem γ bei hoher Ungleichfo¨rmigkeitszahl U und
hohem Feinkornanteil sta¨rker abnimmt als bei Bo¨den mit kleinem U und
geringem Feinkornanteil. Weitgestufte Kiese weisen deshalb eine besonders
rasche Abnahme von G/G0 mit γ auf, siehe [DS01]. Ursache dafu¨r ist, dass
G0 insbesondere von der Spannung ps und der Porenzahl e abha¨ngig ist,
wie am Anfang des Abschnitts 2.5 geschrieben ist. Bei großen Dehnungen
ist hingegen die Steifigkeit neben der Spannung ps vor allem von der Lage-
rungsdichte D abha¨ngig.
Betrachtet man beispielsweise einen gleichfo¨rmigen und einen un-
gleichfo¨rmigen Boden mit anna¨hernd gleicher Porenzahl e und mittlerer
Spannung ps, so weisen diese Bo¨den bei kleinen Dehnungen (γ ≤ 10−5) ei-
ne anna¨hernd gleich große Steifigkeit G0 auf. Der gleichfo¨rmige Boden (mit
kleinem U) hat bei gleichem e jedoch eine gro¨ßere Lagerungsdichte D als
der ungleichfo¨rmige Boden (mit großem U). Bei gro¨ßerer Lagerungsdichte
D wird mit zunehmender Scherdehnung γ ein entsprechend gro¨ßerer Wider-
stand zwischen den Ko¨rnern mobilisiert, woraus eine ho¨here SteifigkeitG(γ)
bei großen Dehnungen (γ ≥ 10−3) resultiert. Folglich ist der Steifigkeits-
unterschied zwischen kleinen und großen Dehnungen bei gleichfo¨rmigeren
Bo¨den geringer.
2.6.3 Abnahme von G mit γ bei feinko¨rnigen Bo¨den
Bei feinko¨rnigen Bo¨den wird die Abnahme von G/G0 mit γ wesentlich
sta¨rker von der Plastizita¨tszahl IP als von ps und vom U¨berkonsolidierungs-
grad OCR beeinflusst, wie Untersuchungen an Schluffen und Tonen mit
unterschiedlicher Plastizita¨t auf Grundlage einer Vielzahl von Versuchser-
gebnissen verschiedener Autoren in [VD91] zeigen. In Abbildung 2.21 sind
die ermittelten Abnahmekurven in Abha¨ngigkeit von IP nach [VD91] dar-
gestellt.
Bei Bo¨den mit geringer Plastizita¨t nimmt der Schubmodul G0 mit zuneh-
menden γ schneller ab als bei Bo¨den mit hoher Plasizita¨t. So verfu¨gen
ausgepra¨gt plastische Tone u¨ber einen relativ großen elastischen Bereich,
in dem es zu keiner Abnahme von G(γ) kommt. Das ist insofern plausi-
bel, als dass bei koha¨siven Bo¨den eine entsprechend ho¨here Verformung auf
ein Bodenelement eingetragen werden muss, damit sich dieses entsprechend
nichtlinear verha¨lt.
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Figure 3.9: Influence of plasticity index (PI) on stiffness reduction: Left database for soils
with different PI; Right: PI-chart by Vucetic & Dobry (after Hsu & Vucetic
[64], and Vucetic & Dobry [188] respectively).
3.2.4 The influence of soil plasticity
In relating small-strain stiffness reduction curves to the plasticity index (PI or IP), Vucetic
& Dobry [188] proposed the modulus reduction chart (PI-chart) shown in Figure 3.9.
These well known curves have been compiled from the results of 16 different publica-
tions of 12 or more research groups. The original data showed considerable scatter so
the PI-chart should be used with care, especially for PI ≥ 30. For lower plasticity clays,
the PI-chart is in reasonable agreement with many recently published test results. The
threshold shear strain γ0.7 at p′ = 100 kPa of clean sands for example, is tested in the lim-
its 8×10−5 ≤ γ0.7 ≤ 2×10−4, where the chart by Vucetic & Dobry suggests γ0.7 ≈ 1×10−4.
Stokoe et al. [89] also agree reasonably well with the PI-chart by Vucetic & Dobry up
to PI = 15. Subsequently, they suggest lower threshold shear strains. Generally, Stokoe
et al. propose a linear increase of γ0.7 from γ0.7 ≈ 1× 10−4 for PI = 0 up to γ0.7 ≈ 6× 10−4
for PI = 100.
3.2.5 The influence of the overconsolidation ratio (OCR)
In cohesive soils G0 increases with OCR. The amount of increase depends upon the soil’s
plasticity. Hardin & Black [49] proposed an empirical relationship of the form:
G0 ∝ OCRk (3.11)
where they define OCR as the ratio of maximum past vertical effective stress to the cur-
rent vertical effective stress (OCR =
σ′v,OC
σ′v
), and k is a parameter that is varying between 0
for sands and 0.5 for high plasticity clays. Atkinson & Little [8] came up with a different
relationship for tests on undisturbed London Clay:
G0 ∝ m logR0, (3.12)
23
Abbildung 2.21: Abnahme des bezogenen Schubmoduls G/G0 mit zuneh-
mendem Scherdehnungsamplitude γ in Abha¨ngigkeit von IP , Versuchs-
ergebnisse als Datengrundlage (links) und Approximation nach [VD91]
(rechts), Zusammenstellung aus [Ben07].
In [Vre08] sind diese Kurven mit Gleichung (2.25) approximiert, wobei
Gleichung (2.25) nur in den Grenzen γ = 1 % und IP ≤ 100 % gu¨ltig ist.
G(γ)
G0
≈ 1,03
1 + 19/[1 + (IP /15)1,3] · γ0,80 ≤ 1,00 mit γ und IP in [%]
(2.25)
2.6.4 Abnahme von G mit γ bei organischen Bo¨den
Von organischen Bo¨den liegen bisher nur wenige Untersuchungen zur Ab-
nahme des Schubmoduls G mit zunehmender Scherdehnungsamplitude γ
vor. In Abbil ung 2.22 sind die Laborv rsuchsergebnisse (zyklische Triaxi-
alversuche, RC-Versuche) fu¨r folgende verschiedene Torfe und organische
Tone zusammengestellt.
- Sherman Island Peat im Bereich Levee Crest mit e ≈ 3,8 und σ′v ≈ 132
kPa in situ bzw. ps ≈ 132 kPa in zyklischen Triaxialversuchen gema¨ß
[BAH+98],
- Sherman Island Peat im Bereich Levee Mid Toe mit e ≈ 6,1 und
σ′v ≈ 45 kPa in situ bzw. ps ≈ 45 kPa in zyklischen Triaxialversuchen
gema¨ß [WBA+03],
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 42 — #48
42 Bodensteifigkeit
- Sherman Island Peat im Bereich Free Field mit e ≈ 7,5 und σ′v ≈ 12
kPa in situ bzw. ps ≈ 12 kPa in zyklischen Triaxialversuchen gema¨ß
[WBA+03],
- Mercer Slough Peat mit e ≈ 13,0 und ps = 11−30 kPa sowie e ≈ 13,0
und ps = 11− 30 kPa in RC-Versuchen gema¨ß [Kra00],
- North Greek Peat mit e ≈ 2,0 aus 36 m bzw. 86 m Tiefe und entspre-
chend hohen ps = 370− 400 kPa in RC-Versuchen gema¨ß [KKPP08],
- Norwest-D 1 Torf mit e ≈ 5,0 und ps = 60 kPa im RC-Versuch gema¨ß
[SR10],
- Su¨d-D 1 Torf mit e ≈ 10,1 bzw. e ≈ 7,1 und ps = 50 kPa sowie
e ≈ 11,5 bzw. e ≈ 7,6 und ps = 25 kPa in RC-Versuchen gema¨ß
[SR10],
- Norwest-D 1 Klei (OT) mit IP = 50 %, e ≈ 5,0 und ps = 60 kPa im
RC-Versuch gema¨ß [SR10],
- Norwest-D 2 Klei (OT) mit IP = 50 %, e ≈ 1,5 und ps = 100 kPa im
RC-Versuch gema¨ß [SRS05] und
- Su¨d-D 2 Seeton (OT) mit IP = 47 %, e ≈ 1,24 und ps = 50 kPa sowie
e ≈ 1,46 und ps = 25 kPa in RC-Versuchen gema¨ß [SR10].
Auf dem ersten Blick zeigen die Versuchsergebnisse fu¨r die Torfe und orga-
nischen Tone eine relativ große Streuung. Bei genauerer Betrachtung zeigt
sich jedoch nur fu¨r den Mercer Slough Peat mit sehr geringen mittleren
Spannungen (ps = 1,6 − 12 kPa) eine rasche Abnahme von G mit zuneh-
mendem γ und einer besonders großen Streuung. Baupraktisch ist der Torf
bei dieser geringen Spannung jedoch kaum relevant. Wenn er im Baugrund
unterhalb von dynamisch belasteten Gru¨ndungen verbleibt, ist er in der Re-
gel von zumindest ca. 1,5 − 2 m mineralischen Boden u¨berdeckt, wodurch
ps ≥ 25 kPa betra¨gt.
Aus den Versuchsergebnissen (Sherman Island Peat mit ps ≥ 40 kPa, North
Greak Peat mit ps = 370 − 400 kPa, Nordwest-D 1 Torf mit ps = 60 kPa
und Su¨d D-2 Torfe mit ps = 25− 50 kPa) zeigt sich, dass bei ps ≥ 25 kPa
nur eine relativ geringe Abnahme von G/G0 mit zunehmenden γ erkennbar
ist. Sie entpricht in etwa der von [VD91] angegebenen Abnahme von G/G0
mit zunehmenden γ bei IP ≈ 100 %.
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Abbildung 2.22: Abnahme des bezogenen Schubmoduls G/G0 mit zuneh-
mender Scherdehnungsamplitude γ fu¨r organische Bo¨den nach Untersu-
chungen verschiedener Autoren.
Ursache fu¨r die relativ geringe Abnahme von G/G0 mit zunehmendem γ
ist der um ca. eine Zehnerpotenz kleinere Schubmodul G0 bei Torfen ge-
genu¨ber mineralischen Bo¨den. Die Scherfestigkeit τmax, die zudem erst bei
einer relativ großen Scherdehnung von γ ≈ 20 % voll mobilisiert wird, ist
hingegen nur etwas geringer als bei mineralischen Bo¨den, wie die Angaben
der relativ hohen charakteristischen Kennwerte fu¨r die Scherparameter von
ϕ′ = 24 − 30◦ und c′ = 5 − 15 kPa in [vSE08] zeigen. Die Referenzscher-
dehnung γr = τmax/G0 nach der Hardin-Drnevich Beziehung [HD72a] ist
dadurch bei Torfen deutlich ho¨her als bei mineralischen Bo¨den. Bei gleicher
Scherdehnung γ ist dadurch das Verha¨ltnis γ/γr bei Torfen geringer als bei
mineralischen Bo¨den. Dadurch erha¨lt man bei dieser Scherdehnung γ bei
Torfen eine geringere Abnahme von G/G0 als bei mineralischen Bo¨den.
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Die Abnahme von G/G0 mit zunehmendem γ fu¨r die organischen Tone
(Norwest-D 1 und Norwest-D 2 Klei sowie Su¨d-D 2 Seetone gema¨ß [SRS05]
und [SR10]) mit IP ≈ 50 % ist dem in [VD91] angegebenen Verlauf von
G/G0 mit γ bei IP ≈ 50 % a¨hnlich. So betra¨gt z.B. G/G0 ≈ 0,90 bei
γ = 2 · 10−4. Fu¨r die Abscha¨tzung von G/G0 mit γ kann man deshalb die
von Vucetic & Dobry [VD91] angegebenen Verla¨ufe in Abha¨ngigkeit von
IP verwenden.
2.7 Bodenverhalten und Scherdehnungsgrenzen
2.7.1 Scherdehnungsabha¨ngiges Bodenverhalten
Das Bodenverhalten bei zyklischer bzw. dynamischer Belastung ist von der
Scherdehnung γ abha¨ngig. Man kann qualitativ 3 Bereiche mit unterschied-
lichem charakteristischem Bodenverhalten unterscheiden, wie in Abbildung
2.23 veranschaulicht ist.
Akkumulation bleibender Verformungen infolge zyklischer Belastung Dirk Wegener Folie 15
Typisches Bodenverhalten in den 3 Bereichen infolge zyklischer Schwellbelastung
Scherdehnungsgrenzen nach Vucetic (1994) und Lo Presti et. al. (1997) 
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kleine bis mittlere Dehnungen
→ nichtlineares Verhalten, aber 
keine signifikanten bleibenden 
Verformungen, Σεvc ~ 0
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→ nichtlineares Verhalten 
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Scherdehnungsgrenzen, Akkumulation von Verformungen
Abbildung 2.23: Bodenverhalten infolge zyklischer Schwellbelastung in den
3 unterschiedlichen Bereichen.
In Abbildung 2.24 wird das scherdehnungsabha¨ngige Bodenverhalten an-
hand von zyklischen Triaxialversuchsergebnissen aus [OA07] verdeutlicht.
In Abbildung 2.24 a) ist zu sehen, dass bei γ ≈ ± 2 · 10−5 die Sekantenstei-
figkeit G(γ) nur geringfu¨gig kleiner als die Steifigkeit bei sehr kleinen Deh-
nungen G0 ist (G/G0 = 0,98). Trotzdem ist bereits bei dieser kleinen Scher-
dehnung ein hysteretischer Schubspannungs-Scherdehnungsverlauf mit ab-
nehmender tangentialer Steifigkeit innerhalb eines Zyklus erkennbar.
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elastic response begins to change at cycle 65–70 corre-
sponding to point B in Fig. 9. It must be underlined that
there is no exact transformation point between nonlinear
elastic and elasto-plastic response of cohesive soils. But it
can be seen from Fig. 9 that after decreasing of stress from
point B back to the initial value, the curve returns to point
C with a reduction of the dynamic shear modulus ratio.
The area of the loops begin to change at the cycles between
115 and 120 despite the same cyclic stress ratio which
means the plastic alteration began in the particle structure
of the sample. Between cycles 145 and 150, the change is
very evident. This transformation point is deﬁned the ﬂow
threshold, gP, where the sample is behaving in a viscoplastic
mode since it rigidity is approximately 10% of it is initial
value and it has reached the steady state phase where the
residual strength is mobilized.
Even though it is very empirical, one conventional
procedure that can be adopted is to draw three tangent
straight lines to three parts of the modulus reduction curve
as shown in Fig. 12 and estimate the elastic and ﬂow
threshold strain levels from the intersection of these three
straight lines.
Similar response patterns were observed for all samples
tested and correlations were established for the elastic and
ﬂow strain thresholds in terms of plasticity index, where
gE ¼ 0:035
1þ 11:92 expð0:1PIÞ (8)
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Fig. 11. Shapes of hysterisis curves for different cyclic shear stress amplitudes and cycles.
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can be seen fro Fig. 9 that after decreasing of stress from
point B back to the initial value, the curve returns to point
C with a reduction of the dynamic shear modulus ratio.
The area of the loops begin to change at the cycles between
115 and 120 despite the same cyclic stress ratio which
means the plastic alteration began in the particle structure
of the sample. Between cycles 145 and 150, the change is
very evident. This transformation point is deﬁned the ﬂow
threshold, gP, where the sample is behaving in a viscoplastic
mode since it rigidity is approximately 10% of it is initial
value and it has reached the steady state phase where the
residual strength is mobilized.
Even though it is very empirical, one conventional
procedure that can be adopted is to draw three tangent
straight lines to three parts of the modulus reduction curve
as shown in Fig. 12 and estimate the elastic and ﬂow
threshold strain levels from the intersection of these three
straight lines.
Similar response patterns were observed for all samples
tested and correlations were established for the elastic and
ﬂow strain thresholds in terms of plasticity index, where
gE ¼ 0:035
1þ 11:92 expð0:1PIÞ (8)
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elastic response begins to change at cycle 65–70 corre-
sponding to point B in Fig. 9. It must be underlined that
there is no exact transformation point between nonlinear
elastic and elasto-plastic response of cohesive soils. But it
can be seen from Fig. 9 that after decreasing of stress from
point B back to the initial value, the curve returns to point
C with a reduction of the dynamic shear modulus ratio.
The area of the loops begin to change at the cycles between
115 and 120 despite the same cyclic stress ratio which
means the plastic alteration began in the particle structure
of the sample. Between cycles 145 and 150, the change is
very evident. This transformation point is deﬁned the ﬂow
threshold, gP, where the sample is behaving in a viscoplastic
mode since it rigidity is approximately 10 of it is initial
value and it has reached the steady state phase where the
residual strength is mobilized.
Even though it is very empirical, one conventional
procedure that can be adopted is to draw three tangent
straight lines to three parts of the modulus reduction curve
as shown in Fig. 12 and estimate the elastic and ﬂow
threshold strain levels from the intersection of these three
straight lines.
Similar response patterns were observed for all samples
tested and correlations were established for the elastic and
ﬂow strain thresholds in terms of plasticity index, where
gE ¼ 0:035
1þ 11:92 expð0:1PIÞ (8)
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Abbildung 2.24: Scherdehnungsabha¨ngiges Bodenverhalten mit a) γ ≈ γtl,
b) γ ≈ γtv und c) γ >> γtv fu¨r feinko¨rnige Bo¨den in zyklischen Triaxial-
versuchen aus [OA07].
In A bildung 2.24 b) ist hingegen eine deutlich geringere Sek ntens eifig-
kei G(γ) bei γ ≈ ± 1,5 · 10−4 gegenu¨ber G0 erkennbar (G/G0 = 0,76).
Es kommt jedoch au h bei dieser S erdehnung zu keiner n nn nswerten
Akku ulation von bleibenden Dehnungen infolge mehrerer Lastzyklen.
In Abbildung 2.24 c) ist der Anstieg der Schubspannungs-Scherdehnungs-
Kurven noch einmal wesentlich flacher als in Abbildung 2.24 a) und b).
Die Sekantensteifigkeit G(γ) bei γ ≈ ± 1,5 · 10−3 betra¨gt lediglich 36,6 %
gegenu¨ber G0. Bei dieser Scherdehnung kommt es zu einer Akkumulation
von bleibenden Dehnungen infolge mehrerer Lastzyklen.
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 46 — #52
46 Bodensteifigkeit
Zur Einteilung, ob es sich um sehr kleine Dehnungen, kleine bis mittlere
Dehnungen oder mittlere bis große Dehnungen gema¨ß Abbildung 2.1 han-
delt, dienen die lineare, zyklische Scherdehnungsgrenze γtl und die volu-
metrische, zyklische Scherdehnungsgrenze γtv. Die Einteilung entsprechend
dieser Grenzen geht auf [LD85] zuru¨ck, wie detailierter in [JLLP91] auf
Grundlage von RC-Versuchen von [LP89] beschrieben ist. In [Vuc94] wur-
den diese Grenzen in Abha¨ngigkeit von der Plastizita¨t fu¨r verschiedene
Sande und Tone angegeben.
Im Abschnitt 2.7.2 wird auf die Definition von γtl und γtv und im Ab-
schnitt 2.7.3 wird auf die Gro¨ße und Ermittlung der Scherdehnungsgrenzen
in Abha¨ngigkeit von den Bodeneigenschaften eingegangen.
2.7.2 Definition der Scherdehnungsgrenzen γtl und γtv
Die lineare, zyklische Scherdehnungsgrenze γtl stellt das Ende des elasti-
schen Bereiches dar und wird z.B. nach [Vuc94] und [WT09b] so definiert,
dass G(γ)/G0 = 0,99 betra¨gt.
Die volumetrische Scherdehnungsgrenze γtv beschreibt nach [Vuc94] die
Grenze, ab deren U¨berschreitung in undrainierten Versuchen ein deutli-
cher Anstieg des Porenwasserdruckes (siehe auch [DL80]) und in drainerten
Versuchen eine messbare Akkumulation von bleibenden Verformungen ein-
tritt.
Durch die logarithmische Auftragung der Scherdehnung γ bei linearer Auf-
tragung der bleibenden Dehnungen entsteht optisch der Eindruck, dass eine
Scherdehnungsgrenze existiert, bei deren Unterschreitung keine bleibenden
Dehnungen eintreten, siehe jeweils linkes Diagramm in den Abbildungen
2.25 und 2.26. Da es sich in Abbildung 2.25 um Einfachscherversuche han-
delt, entspricht die mit εc bezeichnete bleibende Vertikaldehnung der volu-
metrischen Dehnung εv.
In [SS71a] wurde außerdem in Einfachscherversuchen locker bis mitteldicht
gelagerter Sand (ID = 0,45) und dicht gelagerter Sand (ID = 0,80) un-
tersucht. Bei γ ≥ γtv nimmt die bleibende Dehnung εc bei dem Sand mit
geringerer Dichte rascher zu als bei dem Sand mit ho¨herer Dichte. Die
Scherdehnungsgrenze ist jedoch anna¨hernd gleich groß und wird fu¨r diesen
Sand in [Vuc94] mit γtv ≈ 2,0 − 3,0 · 10−4 angegeben. Fu¨r den Sand mit
ID = 0,60 betra¨gt deshalb γtv ≈ 2,4 · 10−4 in Abbildung 2.25.
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 γtv ~ 2,4 · 10-4  
εv ~ 0,02 % 
γtv ~ 2,4 · 10-4 
Abbildung 2.25: bleibende Vertikaldehnung εc in Abha¨ngigkeit von der
Scherdehnung γ = γc im Einfachscherversuch infolge 10 Zyklen bei tro-
ckenem, enggestuften Quarzsand SE mit ID = 0,60 und ps ≈ 25, 50 bzw.
100 kPa nach [SS71a]; links: halblogarithmisches γ-εc-Diagramm, rechts:
doppeltlogarithmisches γ-εc-Diagramm.
Tra¨gt man die bleibenden Dehnungen ebenfalls logarithmisch auf, so stellt
man fest, dass bei dieser Scherdehnung jedoch bleibende Dehnungen εc =
εv ≈ 2,0 · 10−4 auftreten, siehe Abbildung 2.25 rechts.
Qualitativ a¨hnliche Ergebnisse zeigen auch die RC- und zyklischen Triaxial-
versuchsergebnisse von [WT05] und [WNT05], siehe Abbildung 2.26. Da es
sich um unterschiedliche Versuche handelt, sind die Ergebnisse nicht direkt
quantitativ, jedoch qualitativ vergleichbar.
Im halblogarithmischen γ-εacc1 -Diagramm, siehe Abbildung 2.26 links, zei-
gen die Ergebnisse von RC-Versuchen infolge ca. 20 s Belastungszeit bzw.
N ≈ 1.000 Zyklen bei f ≈ 50 Hz, im Bereich γ ≤ 1 · 10−4 keine sichtbare
Akkumulation von bleibenden Verformungen.
In den zyklischen Triaxialversuchen [WNT05] am gleichen Modellboden
zeigt sich in der nicht logarithmierten Dastellung, siehe Abbildung
2.26 rechts, dass es zu einer anna¨hernd linearen Zunahme der blei-
benden Dehnungen εacc mit dem Quadrat der Dehnungsamplitude εampl
kommt und damit auch bei γ ≤ γtv geringe bleibende Dehnungen eintreten.
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T. Wichtmann, A. Niemunis, Th. Triantafyllidis, Ruhr-University Bochum
Dynamic properties of sand 7
No dependence of γt
on stress and void ratio
could be detected.
 
γ ≈ 1 · 10-4 γ ≈ 3 · 10-4 γ ≈ 5 · 10-4
Abbildung 2.26: Laborversuchsergebnisse fu¨r einen trockenen, enggestuften
Quarzsand SE mit ID ≈ 0,60, links: Bleibende axiale Dehnung εacc1 infolge
dynamischer Belastung im RC-Versuch in Abha¨ngigkeit von der Scherdeh-
nungsa plitude γ nach [WT05]) und rechts: Bleibende Dehnung εacc infolge
zyklischer Belastung im Triaxialversuch nach [WNT05].
Unter den Randbedingungen eines Triaxialversuches mit den Dehnungen
ε1 > ε2 = ε3 betra¨gt εampl =
√
ε21 + 2 · ε23 und γc = ε1 − ε3 entsprechend
Abschnitt 2.4.3. Fu¨r undrainierte Bedingungen (ε3 = −ε1/2) resultiert γc =√
1,5·εampl ≈ 1,22 εampl und fu¨r drainierte Bedingungen mit kontraktantem
Materialverhalten ergibt sich γc ≈ 1,0− 1,2 · εampl.
So erha¨lt man z.B. γc ≈ 1,2 · εampl fu¨r ε3 = −0,3 · ε1. Die Scherdehnungs-
invariante γ ergibt sich nach Gleichung (2.15) zu γ = 2/
√
3 · γc und damit
γ ≈ 1,4 · εampl. Damit erha¨lt man (εampl)2 ≈ 5,0 · 10−9 fu¨r γ = 1 · 10−4,
(εampl)2 ≈ 5,0·10−8 fu¨r γ = 3·10−4 und (εampl)2 ≈ 1,3·10−7 fu¨r γ = 5·10−4,
siehe erga¨nzte Scherdehnungen γ in der x-Achse in Abbildung 2.26 rechts.
Die bleibende Dehnung εacc ist unter den triaxialen Bedingungen nach
[WNT05] definiert als εacc =
√
(εacc1 )2 + 2 · (εacc3 )2. Fu¨r εacc3 = −0,3 · εacc1
erha¨lt man somit als bleibende Vertikaldehnung εv = ε
ampl
1 ≈ 0,9 · εacc.
Entsprechend Abbildung 2.25 rechts sollte γtv so definiert werden, dass
bei γ ≤ γtv die Vertikaldehnungen εv ≤ 2 · 10−4 betragen. Dann sind im
halblogarithmischen γ-εv-Diagramm und bei Darstellung der Vertikaldeh-
nungen bis 0,02 % (siehe Abbildung 2.25 links) praktisch keine bleibenden
Dehnungen erkennbar. Bei dieser Definition ist jedoch γtv nach Abbildung
2.26 rechts von der Zyklenzahl abha¨ngig, d.h. bei zunehmender Zyklenzahl
nimmt γtv ab.
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Fu¨r den in [WNT05] untersuchten Sand wu¨rden sich dann aufgrund der in
Abbildung 2.26 rechts dargestellten Geraden unter Annahme von γ ≈ 1,4 ·
εampl und εv ≈ 0,9·εacc folgende Scherdehnungsgrenzen γtv in Abha¨ngigkeit
von der Zyklenzahl N ergeben:
- fu¨r N = 20: εacc ≈ 2,0 · 104(εampl)2 → γtv ≈ 1,5 · 10−4,
- fu¨r N = 100: εacc ≈ 3,4 · 104(εampl)2 → γtv ≈ 1,1 · 10−4,
- fu¨r N = 1.000: εacc ≈ 5,4 · 104(εampl)2 → γtv ≈ 8,9 · 10−5,
- fu¨r N = 10.000: εacc ≈ 7,6 · 104(εampl)2 → γtv ≈ 7,5 · 10−5,
- fu¨r N = 50.000: εacc ≈ 1,1 · 103(εampl)2 → γtv ≈ 6,2 · 10−5 und
- fu¨r N = 100.000: εacc ≈ 1,3 · 103(εampl)2 → γtv ≈ 5,3 · 10−4.
Auf Grundlage von neueren RC-Versuchsergebnissen wurden in [WT09b]
die Scherdehnungsgrenzen mit 2 · 10−5 ≤ γtv ≤ 5 · 10−5 fu¨r verschiede-
ne Sande SE mit unterschiedlichen mittleren Korndurchmesser 0,2 mm
≤ d50 ≤ 2,0 mm und mittleren Spannungen 50 kPa ≤ ps ≤ 400 kPa
angegeben. Nach der Definition εv ≤ 2 · 10−4 wu¨rden sich hingegen Scher-
dehnungsgrenzen von 6 · 10−5 ≤ γtv ≤ 8 · 10−5 ergeben.
Fu¨r die Angabe von γtv ist deshalb eine genaue Angabe notwendig, wie diese
definiert wird und mit welchen Versuchen und Zyklenzahlen diese ermittelt
wurde. Zudem ist nicht nur diese Scherdehnungsgrenze, sondern auch die
Gro¨ße der bleibenden Verformungen bei Scherdehnungen γ ≥ γtv fu¨r die
Beurteilung der Akkumulation bleibender Verformungen wichtig. Hierfu¨r
sind generell zyklische Einfachscher- oder Triaxialversuche besser geeignet
als Resonant-Column-Versuche, da die Zyklenzahl kontrolliert werden kann.
2.7.3 Scherdehnungsgrenzen γtl und γtv fu¨r verschiedene
Bo¨den
Nach Untersuchungen von [Vuc94] auf Grundlage von ca. 50 zyklischen
Versuchen aus der Literatur ist γtl insbesondere von der Plastizita¨tszahl IP
abha¨ngig. Danach konnte fu¨r nichtbindige Bo¨den mit γtl ≈ 3,5 · 10−6 und
fu¨r bindige Bo¨den mit IP = 10−60 % γtl ≈ 6,0 ·10−6−4,0 ·10−5 angegeben
werden, siehe Abbildung 2.27.
Die Ergebnisse von RC-Versuche an Sanden (IP = 0) in [WT09b] ergaben
mit γtl ≈ 3,0 · 10−6 − 1,0 · 10−5 hingegen zumeist ho¨here Werte fu¨r γtl
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als nach [Vuc94]. Zudem konnte eine gewisse Abha¨ngigkeit vom mittleren
Korndurchmesser bzw. vom Feinkornanteil festgestellt werden: Je gro¨ßer
der Feinkornanteil, desto ho¨her ist auch die Scherdehnungsgrenze γtl. Diesen
Einfluss zeigen auch die in [LPJPC96] dargestellten Ergebnisse fu¨r Kiese,
Sande und nichtplastische Schluffe: Fu¨r die Sande und Schluffe wurden
Scherdehnungsgrenzen von γtl ≈ 1,0 · 10−5 − 1,5 · 10−5 ermittelt, wa¨hrend
fu¨r die Kiese mit deutlich gro¨ßerem Korndurchmesser deutlich niedrigere
Scherdehnungsgrenzen von γtl ≈ 1,0·10−6−6,0·10−6 ermittelt wurden. Fu¨r
nichtbindige Bo¨den ist die Beschra¨nkung auf einen Wert (γtl ≈ 3,5 · 10−6)
nach [Vuc94], siehe Abbildung 2.27, somit nicht ausreichend. Hierfu¨r ist
eine weitere Differenzierung entsprechend dem mittleren Korndurchmesser
bzw. dem Feinkornanteil sinnvoll.
Fu¨r bindige Bo¨den wurden in Untersuchungen anderer Autoren ebenfalls
z.T. deutlich ho¨here Werte fu¨r γtl als nach [Vuc94] ermittelt. So ergaben
Torsions-Scherversuche an 6 verschiedenen Tonen mit IP = 10 − 60 % im
Mittel γtl ≈ 2,0 · 10−5 − 1,0 · 10−4 nach [LPJPC96]. Mittels zyklischen
Triaxialversuchen an feinko¨rnigen Bo¨den mit IP = 10 − 40 % wurden in
[OA07] γtl ≈ 3,0 · 10−5 − 4,0 · 10−5 ermittelt und dabei auch eine geringere
Abha¨ngigkeit von der Plastizita¨tzahl IP gegenu¨ber [Vuc94] festgestellt. Die
Versuchsergebnisse fu¨r feinko¨rnige Bo¨den zeigen somit eine gewisse Streu-
ung der Scherdehnungsgrenze γtl, wobei die Kurve γtl nach [Vuc94] eine
untere Grenze fu¨r diesen Streubereich darstellt.
In [Vuc94] sowie erga¨nzend in [HV04] wird die Gro¨ße der Scherdehnung
auf Grundlage von ca. 50 zyklischen Einfachscherversuchen an 15 ver-
schiedenen Sanden und Tonen unterschiedlicher Plastizita¨t sowie einer RC-
Versuchsserie an ausgepra¨gt plastischen Ton TA aus [And79] im Bezug auf
das Materialverhalten klassifiziert. Die Anzahl der Zyklen bei den Einfach-
scherversuchen lag bei 30 ≤ N ≤ 200, im Mittel also bei ca. N = 100. Die
einzelnen Versuchsergebnisse zeigen trotz einer nicht unerheblichen Streu-
ung eine starke Abha¨ngigkeit der Scherdehnungsgrenzen von der Plastizita¨t.
So beginnt bei Bo¨den mit geringer Plastizita¨t das nichtlineare Verhalten be-
reits bei einer deutlich niedrigeren Scherdehnung γ gegenu¨ber Bo¨den mit
hoher Plastizita¨t.
In Abbildung 2.27 sind diese Ergebnisse einschließlich der daraus approxi-
mierten Scherdehnungsgrenzen dargestellt. Erga¨nzend dazu sind die Ergeb-
nisse aus [WT09b] fu¨r verschiedene Quarzsande SE mit unterschiedlichen
mittleren Korndurchmesser 0,2 mm ≤ d50 ≤ 2,0 mm und unterschiedli-
chen mittleren Spannungen 50 kPa ≤ ps ≤ 400 kPa mit der Definition
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der Scherdehnungsgrenze entsprechend Abschnitt 2.7.2 sowie γtv fu¨r jeweils
zwei Bo¨den mit organischen Beimengungen aus [KKPP08] und aus [SR10]
zusammengestellt.
- trockener, enggestufter Quarzsand SE aus [SS71a],
- trockener, enggestufter Dorsten-Quarzsand SE aus [WT09b] mit der
Definition von γtv nach Abschnitt 2.7.2,
- trockener bzw. teilgesa¨ttigter, enggestufter Nevada-Sand SE (Nev-0,
Nev-20, Nev-33 und Nev-47) aus [HV04],
- trockener bzw. gesa¨ttigter, enggestufter Ottawa-Sand SE aus [You72],
- teilgesa¨ttigter Los-Angeles-Sand SU (L-3) aus [HV04],
- teilgesa¨ttigter, sandiger Los-Angeles-Ton TL, weich bis steif mit
IP ≈ 10 % (L-1 und L-2) aus [HV04],
- gesa¨ttigter, aufbereiteter Ton TL, fest mit IP = 10,5 % aus [CV92],
- gesa¨ttigter Los-Angeles-Ton TM-TA, halbfest mit IP = 23 % (L-5)
aus [HV04],
- teilgesa¨ttigter Su¨dkalifonien-Ton TM-TA, halbfest mit IP = 30 %
(SC-222 und SC 666) aus [HV04],
- gesa¨ttigter Kaolinit-Ton TA, breiig mit IP = 25 % aus [OM88],
- teilgesa¨ttigter San-Diego-Ton TM-TA, halbfest mit IP = 34 %
(UCSC-22) aus [HV04],
- gesa¨ttigter Ba¨ckebol- bzw. Skandinavien-Ton TA, breiig mit
IP ≈ 50 % aus [And79],
- organischer-Aegion-Ton OT, mit e ≈ 0,72, Vgl = 13 − 15 % und
IP = 10 % aus [KKPP08],
- Larnaca- bzw. Drama-Mudde F mit e = 1,06− 1,50, Vgl = 25− 33 %
und IP = 40 % aus [KKPP08],
- Norwest-D 1 Klei OT mit e = 1,30, Vgl ≈ 8 % und IP = 50 % aus
[SR10] und
- Su¨d-D 2 Seeton TA/OT mit e = 1,24−1,46, Vgl ≈ 8 % und IP = 47 %
aus [SR10].
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Weiterhin sind in Abbildung 2.27 die aus den Versuchergebnissen an mi-
neralischen Bo¨den abgeleitete Scherdehnungsgrenze γtl sowie der untere
Grenzwert einer Bandbreite fu¨r γtv,1994 aus [Vuc94] und einer verfeiner-
ten Bandbreite und damit gro¨ßerem unteren Grenzwert γtv,2004 aus [HV04]
sowie den gleichgebliebenen Mittelwert beider Vero¨ffentlichungen γtv,m dar-
gestellt.
In Abbildung 2.27 ist erkennbar, dass die Scherdehnungsgrenze γtv bei mi-
neralischen Bo¨den mit zunehmender Plastizita¨tszahl IP zunimmt. Die Ver-
suchsergebnisse liegen dabei in der von [Vuc94] und [HV04] angegebenen
Bandbreite. Auch die Versuchsergebnisse fu¨r die organischen Tone und die
Mudde passen in die angegebene Bandbreite fu¨r γtv.
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Skandinavien-Ton TA, breiig Aegion-Ton organisch, OT Larnaca- bzw. Drama-Mudde F
Nordwest-D 1 Klei TA/OT Süd-D 2 Seeton TA/OT
Abbildung 2.27: Scherdehnungsgrenzen γtl aus [Vuc94], [LP95] und [OA07]
sowie γtv aus [HV04] und [Vuc94] sowie oben angegebene Versuchsergeb-
nisse.
Beim Vergleich der definierten Scherdehnungsgrenzen γtv nach [HV04] und
[Vuc94] mit der Abnahme von G/G0 mit zunehmenden γ in Abha¨ngigkeit
von IP nach [VD91] kann man einen gewissen Zusammenhang feststellen.
Demnach liegt fu¨r alle untersuchten Plastizita¨tszahlen (IP = 0 %, IP = 15
%, IP = 30 % und IP = 50 %):
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- die untere volum. Scherdehnungsgrenze γtv,1994 bei G/G0 ≈ 0,83,
- die untere volum. Scherdehnungsgrenze γtv,2004 bei G/G0 ≈ 0,75 und
- die mittlere volum. Scherdehnungsgrenze γtv,m bei G/G0 ≈ 0,66.
Die Abha¨ngigkeit von andere Bodeneigenschaften wie Kornverteilung,
Feinkornanteil, Ungleichfo¨rmigkeitszahl, Kornform, Porenanteil und Span-
nungsniveau auf die Scherdehnungsgrenzen wurde insbesondere fu¨r
grobko¨rnige Bo¨den in einer Reihe von Vero¨ffentlichungen untersucht, z.B.
[IT77] und [WT09b]. Diese Einflu¨sse sind jedoch geringer als die der Plas-
tizita¨t.
Fu¨r Torfe, fu¨r die die Plastizita¨tszahl praktisch nicht bestimmbar ist, gibt
es in der Literatur nur wenige Angaben fu¨r γtv. Hier ergaben RC-Versuche
fu¨r den Nordwest-D 1 Torf mit ps = 60 kPa und die Su¨d-D 2 Torfe mit
ps = 25 − 50 kPa entsprechend Abschnitt 2.6 Scherdehnungsgrenzen von
γtv ≈ 4 · 10−4 − 1 · 10−3, im Mittel γtv ≈ 7 · 10−4 bei einem bezogenen
Schubmodul von jeweils G/G0 ≈ 0,95 entsprechend [SR10].
In den Untersuchungen zum Mercer Slough Peat [Kra00] und zum Sherman
Island Peat [BAH+98] und [WBA+03] sind lediglich Angaben zur Abnahme
des bezogenen Schubmoduls G/G0 mit γ (siehe Abschnitt 2.6), aber nicht
zu γtv enthalten. Aufgrund des a¨hnlichen Kurvenverlaufes von G/G0 mit
γ fu¨r den Sherman Island Peat mit ps ≥ 45 kPa und den North Greek
Peat mit ps = 370 − 400 kPa wu¨rde man jedoch vermutlich a¨hnlich hohe
Scherdehnungsgrenzen wie fu¨r die Nordwest-D 1 und Su¨d-D 2 Torfe nach
[SR10] erhalten.
Die Scherdehnungsgrenzen fu¨r alle diese Torfe mit ps ≥ 25 kPa (Nordwest-
D 1, Su¨d-D 2, Sherman Island und North Greek) sind somit a¨hnlich groß
wie die Scherdehnungsgrenzen γtv nach [HV04] und [Vuc94] fu¨r feinko¨rnige
Bo¨den mit IP = 50 % nach Abbildung 2.27.
Fu¨r Torfe mit geringer mittlerer Spannung ps sind die Scherdehnungsgren-
zen γtv vermutlich geringer. Diese Bo¨den sind jedoch baupraktisch kaum
relevant, da diese bei diesen geringen Spannungen bzw. U¨berdeckungen von
weniger als 1,5−2 m in der Regel nicht unterhalb von dynamisch belasteten
Gru¨ndungen verbleiben, siehe auch Abschnitt 2.6.
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2.8 Weitere bodendynamische Eigenschaften
Weitere Bodendynamische Eigenschaften sind die Dichte ρ (siehe Abschnitt
2.8.1) und der Da¨mpfungsgrad D (siehe Abschnitt 2.8.2).
2.8.1 Dichte ρ
Auf die Steifigkeit hat die Dichte ρ einen wesentlich geringeren Einfluss als
die Scherwellengeschwindigkeit cs, da diese gema¨ß Gleichung (2.10) quadra-
tisch, die Dichte ρ jedoch nur linear eingeht. Trotzdem sollte ρ mo¨glichst
direkt bestimmt werden, da insbesondere bei organischen Bo¨den gro¨ßere
Unterschiede in Abha¨ngigkeit vom Zersetzungsgrad, dem Sa¨ttigungsgrad
SR, dem Porenanteil n und der Feststoffdichte ρs vorhanden sind. So be-
tra¨gt fu¨r Torf (HN/HZ) ρ ≈ 0,8− 1,3 g/cm3, fu¨r Mudde (F) ρ ≈ 1,3− 1,6
g/cm3 und fu¨r organischen Ton bzw. Schluff (OT, OU) ρ ≈ 1,6−1,9 g/cm3
gema¨ß [vSE08].
Bei grobko¨rnigen Bo¨den ist die Entnahme von Bodenproben zur direk-
ten Dichtebestimmung im Allgemeinen nicht mo¨glich. Hier kann die La-
gerungsdichte D indirekt mittels Sondierverfahren u¨ber Korrelationen be-
stimmt werden (z.B. bei Drucksondierungen nach [DIN02a] oder [LRP97]
und bei Rammsondierungen nach [DIN02b] und [MBF08]). Mit Kenntnis
der lockersten und dichtesten Lagerung (ρmin und ρmax) und des Wasserge-
haltes w kann daraus die Dichte ρ nach Gleichung (2.26) ermittelt werden.
ρ = (1 + w) [ρmin +D (ρmax − ρmin)] (2.26)
Bei wassergesa¨ttigten Bo¨den kann die Dichte ρ durch Bestimmung des Was-
sergehaltes w = wsat und unter Kenntnis der Feststoffdichte ρs nach Glei-
chung (2.27) ermittelt werden:
ρ = ρsat =
(1 + wsat) ρs
1 + ρs/ρw wsat
, (2.27)
wobei die Dichte des Wassers mit ρw = 1,00 g/cm3 gewa¨hlt werden kann.
Fu¨r mineralische Bo¨den ist es zumeist ausreichend, wenn die Feststoffdichte
fu¨r Sande mit ρs = 2,65 g/cm3 und fu¨r Tone mit ρs = 2,70 g/cm3 plausibel
gewa¨hlt wird.
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 55 — #61
2.8 Weitere bodendynamische Eigenschaften 55
Fu¨r organische Bo¨den kann ρs durch Bestimmung des Glu¨hverlustes Vgl wie
folgt nach [Tu¨r90] empirisch abgeleitet werden:
ρs =
1
Vgl/ρs,o + (1− Vgl)ρs,m (2.28)
mit der Dichte ρs,o = 1,4 g/cm3 fu¨r einen rein organischen Boden und
ρs,m = 2,7 g/cm3 fu¨r einen rein mineralischen Boden.
Diese Beziehung entstand auf Grundlage von Untersuchungen an Torfen
und organischen Tonen von Avonmouth, Kings Lynn und Cranberry Moss
nach [SP70], wobei in [Tu¨r90] vereinfachend der organische Anteil und der
Glu¨hverlust gleichgesetzt wurden. Die Unterschiede sind, insbesondere bei
ho¨herem organischen Anteil, jedoch relativ gering.
Mit folgenden Korrelationen erha¨lt man a¨hnliche Ergebnisse wie nach Glei-
chung (2.28):
ρs = 1,35 + 1,24 (1− Vgl) fu¨r Mudden mit 0,05 ≤ Vgl ≤ 0,30 nach [TGL85],
ρs = 1,44 + 0,86 (1− Vgl) fu¨r Torfe mit Vgl ≥ 0,30 nach [TGL85] sowie
ρs = 2,75 · exp(−0,90 · Vgl) fu¨r org. Bo¨den mit Vgl ≤ 0,35 nach [SRS08],
ρs = 2,573 · exp(−0,63 · Vgl) fu¨r org. Bo¨den mit Vgl ≥ 0,35 nach [SRS08].
2.8.2 Da¨mpfungsgrad D
Die Materialda¨mpfung, die u¨blicherweise durch den Da¨mpfungsgrad D
(bzw. damping ratio λ in der englischsprachigen Literatur) ausgedru¨ckt
wird, spielt im Vergleich zur geometrischen Da¨mpfung bei dynamisch be-
lasteten Gru¨ndungen eine untergeordnete Rolle [S+02]. Dabei wird Energie
irreversibel in Wa¨rme durch Reibungskra¨fte umgewandelt [Bec02].
Im zyklischen Triaxialversuch und im Einfachscherversuch ergibt sich D
gema¨ß [VLD98] bzw. auch [S+02] aus dem Verha¨ltnis der pro Zyklus dissi-
pierten Energie ∆W zur elastischen Speicherenergie W = γc τc/2 multipli-
ziert mit dem Faktor 1/(4pi), siehe Abbildung 2.28.
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Abbildung 2.28: Ermittlung des Da¨mpfungsgrades D aus dem Verha¨ltnis
∆W zu W pro Zyklus nach [S+02].
Da auch bei sehr kleinen Dehnungen ein hysteretischer Schubspannungs-
Scherdehnungs-Verlauf mit abnehmender tangentialer Steifigkeit innerhalb
eines Zyklus vorhanden ist (siehe auch Abschnitt 2.7.1), ist auch bei sehr
kleinen Dehnungen ein Mindestda¨mpfungsgrad D0,min vorhanden. Sowohl
fu¨r mineralische Bo¨den gema¨ß [Vre08] als auch fu¨r organische Bo¨den be-
tra¨gt D0,min ≈ 2 %.
Mit zunehmender Scherdehnungsamplitude γ nimmt der Da¨mpfungsgrad
D zu. Nach Untersuchungen von [VD91] ist diese Zunahme bei minerali-
schen Bo¨den, analog wie die Abnahme von G mit γ (siehe Abschnitt 2.6.3),
vor allem von der Plastizita¨t abha¨ngig. Bei Bo¨den mit geringer Plastizita¨t
nimmt D mit zunehmenden γ wesentlich schneller zu als bei Bo¨den mit
hoher Plasizita¨t, siehe Abbildung 2.29.
In [Vre08] sind die in [VD91] angegebenen Kurven mit Gleichung (2.29)
approximiert, wobei Gleichung (2.29) nur in den Grenzen γ = 1 % und
IP ≤ 50 % gu¨ltig ist.
D ≈ 2 + 24,5− IP /5
1 + 1/[(7,4− IP /10) · γ0,80] mit D, γ und IP in [%] (2.29)
Bei organischen Bo¨den nimmt der Da¨mpfungsgrad D mit zunehmendem
γ nach Ergebnissen vom Sherman Island Peat mit ps ≥ 40 kPa, North
Greak Peat mit ps = 370 − 400 kPa und Su¨d D-2 Torf mit ps = 25 − 50
kPa a¨hnlich gering zu wie bei Bo¨den mit hoher Plastizita¨t. Sie entpricht in
etwa der von [VD91] angegebenen Zunahme von D mit zunehmendem γ
bei IP ≈ 100 % analog der Abnahme von G/G0 mit zunehmenden γ nach
Abschnitt 2.6.4, siehe ebenfalls Abbildung 2.29.
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Abbildung 2.29: Zunahme des Da¨mpfungsgrades D mit zunehmendem γ
fu¨r mineralische Bo¨den mit IP = 0, 15, 30, 50, 100 und 200 % nach [VD91]
und fu¨r organische Bo¨den nach [BAH+98], [WBA+03], [Kra00], [KKPP08],
[SR10] und [SRS05].
Fu¨r organische Bo¨den mit Spannungen ps ≥ 25 kPa kann der
Da¨mpfungsgrad D analog Gleichung (2.29) wie folgt grob abgescha¨tzt wer-
den, siehe auch [VLNW10b].
D ≈ 2 + 12,5
1 + 1/(1,4 · γ0,80) mit D, γ und IP in [%] (2.30)
Bei nichtlinearen Stoffgesetzen, in denen der hysteretische Schubspannungs-
Scherdehnungs-Verlauf direkt erfasst werden kann (z.B. nach Abschnitt 3),
ist eine getrennte Betrachtung des Da¨mpfungsgrades D nicht notwendig.
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3 Hypoplastisches Stoffgesetz
3.1 Allgemeine Formulierung der Hypoplastizita¨t
Das hypoplastische Stoffgesetz ist ein inkrementell nichtlineares Bodenmo-
dell fu¨r die effektiven Spannungsraten σ˙i = Ti/∂t und Deformationsraten
Di, wobei fu¨r geradlinige Verformungen Di = ε˙i = εi/∂t gilt. Die objektive
Spannungsrate
◦
T ist in der Stoffgesetzformulierung nach [vW97] wie folgt
definiert:
◦
T = L : D + N||D|| = fs 1
tr(Tˆ · Tˆ)
[
F 2D + a2Tˆ tr(Tˆ ·D) + fdaF (Tˆ + Tˆ∗)||D||
]
mit Tˆ =
T
trT
, Tˆ∗ = Tˆ− 1
3
1 und a =
√
3(3− sinϕc)
2
√
2 sinϕc
.
(3.1)
Der Spannungsfaktor F ergibt sich unter Beru¨cksichtigung der Grenzbe-
dingung nach Matsuoka-Nakai zu
F =
√
1
8
tan2 ψ +
2− tan2 ψ
2 +
√
2 tanψ cos(3 θ)
− 1
2
√
2
tanψ
(3.2)
mit cos(3 θ) = −
√
6
tr(Tˆ∗ · Tˆ∗ · Tˆ∗)[
tr(Tˆ∗ · Tˆ∗)
] 3
2
und tanψ =
√
3 ||Tˆ∗|| .
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Die Druck- und Dichteabha¨ngigkeit wird durch die skalaren Faktoren fs
und fd beru¨cksichtigt:
fs =
hs
n
(
ei0
ec0
)β 1 + ei
ei
(
3 ps
hs
)1−n [
3 + a2 − a
√
3
(
ei0 − ed0
ec0 − ed0
)α]−1 (ec
e
)β
(3.3)
fd =
(
e− ed
ec − ed
)α
. (3.4)
Dabei betragen die druckabha¨ngigen charakteristischen Porenzahlen:
ei
ei0
=
ec
ec0
=
ed
ed0
= exp
[
−
(
ps
hs
)n]
. (3.5)
Fu¨r axialsymmetrische Probleme mit σ2 = σ3 und ε2 = ε3 ergeben sich die
beiden Gleichungen (3.6) und (3.7), die den Gleichungen (4.16) und (4.17)
aus [Her97] entsprechen:
σ˙1 = fs
(σ1 + 2σ2)2
σ21 + 2σ
2
2
[
ε˙1 + a2
σ1ε˙1 + 2σ2ε˙2
(σ1 + 2σ2)2
σ1 + fd
a
3
5σ1 − 2σ2
σ1 + 2σ2
√
ε˙21 + 2ε˙
2
2
]
(3.6)
σ˙2 = fs
(σ1 + 2σ2)2
σ21 + 2σ
2
2
[
ε˙2 + a2
σ1ε˙1 + 2σ2ε˙2
(σ1 + 2σ2)2
σ2 + fd
a
3
4σ2 − σ1
σ1 + 2σ2
√
ε˙21 + 2ε˙
2
2
]
(3.7)
In den folgenden Abschnitten 3.1.1 und 3.1.2 werden die Stoffgesetzbezie-
hungen fu¨r Elementversuche mit o¨dometrischen und undrainierten triaxia-
len Randbedingungen an Beispielen gezeigt.
3.1.1 O¨dometrische Randbedingungen
Bei o¨dometrischen Randbedingungen sind aufgrund der behinderten
Seitendehnung die Dehnungsraten ε˙2 = ε˙3 = 0. Die Gleichungen (3.6) und
(3.7) vereinfachen sich deshalb zu:
σ˙1 = fs
(σ1 + 2σ2)2
σ21 + 2σ
2
2
[
(1 + a2
σ21
(σ1 + 2σ2)2
)ε˙1 + fd
a
3
5σ1 − 2σ2
σ1 + 2σ2
| ε˙1 |
]
(3.8)
σ˙2 = fs
(σ1 + 2σ2)2
σ21 + 2σ
2
2
[
a2
σ1σ2
(σ1 + 2σ2)2
ε˙1 + fd
a
3
4σ2 − σ1
σ1 + 2σ2
| ε˙1 |
]
(3.9)
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Abbildung 3.1: Be-, Ent- und Wiederbelastung von a) bis d) σ1 = 100−200
kPa und von e) bis h) σ1 = 100 − 1000 kPa, a) und e) Spannungs-
Dehnungsverlauf; b) und f) Druck-Porenzahlverlauf, c) und g) Spannungs-
pfad sowie d) und h) Spannungsverha¨ltnis.
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Am Beispiel des Karlsruher Sandes mit den in Tabelle 3.1 zusammenge-
stellten hypoplastischen Parametern sind in Abbildung 3.1 die Ergebnisse
fu¨r eine Be-, Ent- und Wiederbelastung dargestellt. Die Anfangsbedingun-
gen betragen: Gro¨ßte Hauptspannung σ1 = 100 kPa, Spannungsverha¨ltnis
K = σ2/σ1 in der Gro¨ße des Ruhedruckes K0 = 1− sinϕc = 0,5 und damit
σ2 = K · σ1 = 50 kPa sowie Ausgangsporenzahl e = 0,66.
Material ϕc hs n ed0 ec0 ei0 α β
◦ MPa - - - - - -
Karlsruher Sand (KS) 30 5800 0,28 0,53 0,84 1,00 0,13 1,05
Tabelle 3.1: Hypoplastische Parameter fu¨r Karlsruher Sand aus [HG99].
In Abbildung 3.1 a) und e) ist zu sehen, dass der Wiederbelastungsast
nahezu parallel zum Erstbelastungsast verla¨uft, jedoch der Entlastungsast
einen deutlich steileren Verlauf hat und nicht wieder auf die Anfangsdeh-
nung (ε1 = 0) zuru¨ckgeht. Analog trifft das auf den Verlauf der Porenzahl
zu (siehe Abbildung 3.1 b) und f)). Dadurch kommt es zu einer großen Ak-
kumulation von bleibenden Verformungen ε1 bzw. Reduktion der Porenzahl
e mit sa¨gezahnartigem Verlauf (sogenanntes Ratchetting).
Bei Beru¨cksichtigung von intergranularen Dehnungen (siehe Abschnitt 3.2)
werden zyklische Belastungen mit entsprechend ho¨herer Wiederbelastungs-
steifigkeit und damit geringerer Akkumulation von bleibenden Verformun-
gen wirklichkeitsna¨her wiedergegeben.
Der Steifemodul Es ergibt sich als Tangentenmodul aus dem Verha¨ltnis der
Spannungsrate σ˙1 zur Dehnungsrate ε˙1. Er ist abha¨ngig von den Spannun-
gen σ1 und σ2 = K ·σ1 sowie der Porenzahl e und der Beanspruchungsrich-
tung (Belastung oder Entlastung). Aus Gleichung (3.8) folgt:
Es =
σ˙1
ε˙1
= fs
(σ1 + 2σ2)2
σ21 + 2σ
2
2

[
1 + a2
σ21
(σ1 + 2σ2)2
− fda3
5σ1 − 2σ2
σ1 + 2σ2
]
: Es,Bel[
1 + a2
σ21
(σ1 + 2σ2)2
+ fd
a
3
5σ1 − 2σ2
σ1 + 2σ2
]
: Es,Entl
(3.10)
Der Schubmodul G ergibt sich als Tangentenmodul aus dem Verha¨ltnis der
Schubspannungsrate τ˙ = (σ˙1 − σ˙2)/2 zur Scherdehnungsrate γ˙ = 2 · ε˙12 =
ε˙1− ε˙2 bzw. γ˙ = ε˙1, da ε˙2 = 0. Aus den Gleichungen (3.8) und (3.9) ergibt
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sich:
G =
τ˙
γ˙
=
σ˙1 − σ˙2
2 ε˙1
= fs
1
2
(σ1 + 2σ2)2
σ21 + 2σ
2
2

[
1 + a2
σ21 − σ1σ2
(σ1 + 2σ2)2
− fd 2 a σ1 − σ2
σ1 + 2σ2
]
: GBel[
1 + a2
σ21 − σ1σ2
(σ1 + 2σ2)2
+ fd 2 a
σ1 − σ2
σ1 + 2σ2
]
: GEntl
(3.11)
Bei Betrachtung des Mittelwertes aus Be- und Entlastung Gm = (GBel +
GEntl)/2, der im Abschnitt 3.3.4 fu¨r die Ermittlung der hypoplastischen
Parameter fu¨r die Anwendung bei kleinen Dehnungen beno¨tigt wird, ver-
einfacht sich Gleichung (3.11) zu:
Gm =
(σ˙1 − σ˙2)
2 ε˙1
= fs
1
2
(σ1 + 2σ2)2 + a2(σ21 − σ1σ2)
σ21 + 2σ
2
2
(3.12)
bzw. Gm = fs · fo(K) (3.13)
mit fo(K) =
1
2
(1 + 2K)2 + a2(1−K)
1 + 2K2
und K =
σ2
σ1
(3.14)
Der Schubmodul Gm ist damit vom Spannungsverha¨ltnis K = σ2/σ1
abha¨ngig. Fu¨r einen Sand mit ϕc = 30◦ und damit a =
√
3(3 −
sinϕc)/(2
√
2 sinϕc) = 3,06 ergibt sich z.B. fu¨r
- isotrope Verha¨ltnisse mit K = 1,0: fo(K) = 1,5 und
- anna¨hernd normalkonsolidierte Verha¨ltnisse mit K = 0,5: fo(K) = 2,9.
Dadurch ist die Steifigkeit bei gleicher Porenzahl e und gleicher mittlerer
Spannung ps bei normalkonsolidierten Bedingungen fast doppelt so groß
wie bei isotropen Bedingungen.
In Abbildung 3.2 sind der Schubmodul fu¨r Belastung (bzw. Wiederbelas-
tung) GBel sowie fu¨r Entlastung GEntl in Abha¨ngigkeit von der Anfangs-
spannung σ1 jeweils mit K = σ1/σ2 = 0,5 (farbige Linien) sowie mit
K = 1,0 (schwarze Linien) dargestellt. Dabei wurden jeweils drei unter-
schiedliche Porenzahlen (dichte Lagerung mit e = 0,53, mitteldichte Lage-
rung mit e = 0,66 und lockere Lagerung mit e = 0,90) untersucht.
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Abbildung 3.2: Schubmodul G in Abha¨ngigkeit von der Spannung σ1 fu¨r
Belastung (GBel) sowie Entlastung (GEntl) mit K = 0,5 (farbige Linien)
sowie fu¨r K = 1,0 (schwarze Linien) nach Gleichung (3.11), jeweils fu¨r
e = 0,53, e = 0,66 und e = 0,90.
In Abbildung 3.2 ist zu sehen, dass bei dem Spannungsverha¨ltnis K = 0,5
der Schubmodul bei Belastung (GBel) deutlich kleiner als der Schubmo-
dul bei Entlastung (GEntl) ist. Die Steifiggkeit ist daher nicht nur von der
Anfangsspannung und der Porenzahl, sondern auch von der Belastungsrich-
tung abha¨ngig.
Hingegen erha¨lt man bei der Berechnung mit isotropen Spannungs-
verha¨ltnis (K = 1,0), siehe schwarze Linien in Abbildung 3.2, keinen Un-
terschied zwischen Be- und Entlastung, da nach Gleichung (3.11) die Aus-
dru¨cke in der eckigen Klammer sowohl fu¨r Belastung als auch fu¨r Entlas-
tung = 1 werden. Der Mittelwert aus GBel und GEntl fu¨r K = 0,5 ist jedoch
deutlich ho¨her als GBel = GEntl fu¨r K = 1,0.
3.1.2 Undrainierte triaxiale Randbedingungen
Bei undrainierten triaxialen Randbedingungen bleibt das Volumen kon-
stant und die Dehnungsraten betragen ε˙2 = ε˙3 = −ε˙1/2. Die Gleichungen
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(3.6) und (3.7) vereinfachen sich zu:
σ˙1 = fs
(σ1 + 2σ2)2
σ21 + 2σ
2
2
[
(1 + a2
(σ1 − σ2)σ1
(σ1 + 2σ2)2
)ε˙1 + fd
a
3
5σ1 − 2σ2
σ1 + 2σ2
√
1,5 | ε˙1 |
]
(3.15)
σ˙2 = fs
(σ1 + 2σ2)2
σ21 + 2σ
2
2
[
(−1
2
+ a2
(σ1 − σ2)σ2
(σ1 + 2σ2)2
)ε˙1 + fd
a
3
4σ2 − σ1
σ1 + 2σ2
√
1,5 | ε˙1 |
]
(3.16)
Am Beispiel des Karlsruher Sandes mit den in Tabelle 3.1 zusammengestell-
ten hypoplastischen Parametern sowie der Wahl eines isotropen Anfangs-
spannungszustandes mit σ1 = σ2 = σ3 = 100 kPa sowie der Ausgangspo-
renzahl e = 0,66 sind in Abbildung 3.3 die Ergebnisse fu¨r eine triaxiale
Belastung dargestellt.
a) b)
-200
-150
-100
-50
0
-0,010-0,008-0,006-0,004-0,0020,000 ε1 [-]
t o
t .  
S p
a n
n u
n g
e n
  σ
 [ k
P a
] sig_1 [kPa]
sig_2 [kPa]
PWD [kPa]
-200
-150
-100
-50
0
-0,010-0,008-0,006-0,004-0,0020,000 ε1 [-]
e f
f .  
S p
a n
n u
n g
e n
  σ
'  [
k P
a ] sig_1 [kPa]
sig_2 [kPa]
c) d)
0
20
40
60
80
0 20 40 60 80 100 120
p' [kPa]
q  
=  
( σ '
1 -
 σ '
2)
 [ k
P a
]
0
10
20
30
40
0,000 0,005 0,010 0,015
γ = ε1 - ε2 [-]
τ  =
 ( σ
' 1 
-  σ
' 2)
 /  
2  
[ k
P a
]
Abbildung 3.3: Undrainierter Triaxialversuch mit isotropem Anfangsspan-
nungszustand, a) effektive Spannungen - Dehnungsverlauf; b) totale Span-
nungen und Porenwasserdruck - Dehnungsverlauf, c) Spannungspfad und
d) Schubspannungs - Scherdehnungsverlauf.
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In Abbildung 3.3 a) ist zu sehen, dass vom anfa¨nglich isotropen Spannungs-
zustand die totale Spannung σ1 vergro¨ßert wird, wa¨hrend σ2 konstant bleibt
und der Porenwasserdruck (PWD) ansteigt. Dadurch nehmen die effektiven
Spannungen ab, Abbildung 3.3 b) und die Deviatorspannung und Schub-
spannung nehmen zu , Abbildung 3.3 c) und d). Das Bodenverhalten wird
realistisch wiedergegeben.
Der Schubmodul G ergibt sich als Tangentenmodul aus dem Verha¨ltnis der
Schubspannungsrate τ˙ = (σ˙1 − σ˙2)/2 zur Scherdehnungsrate γ˙ = 2 · ε˙12 =
ε˙1 − ε˙2 bzw. γ˙ = 1,5 · ε˙1, da ε˙2 = ε˙3 = −ε˙1/2. Aus den Gleichungen (3.15)
und (3.16) folgt:
G =
τ˙
γ˙
=
σ˙1 − σ˙2
3 ε˙1
= fs
1
3
(σ1 + 2σ2)2
σ21 + 2σ
2
2

[
1,5 + a2
(σ1 − σ2)2
(σ1 + 2σ2)2
− fd
√
6 a
σ1 − σ2
σ1 + 2σ2
]
: GBel[
1,5 + a2
(σ1 − σ2)2
(σ1 + 2σ2)2
+ fd
√
6 a
σ1 − σ2
σ1 + 2σ2
]
: GEntl
(3.17)
bzw. mit K = σ2/σ1
G = fs
1
3
(1 + 2K)2
1 + 2K2

[
1,5 + a2
(1−K)2
(1 + 2K)2
− fd
√
6 a
1−K
1 + 2K
]
: GBel[
1,5 + a2
(1−K)2
(1 + 2K)2
+ fd
√
6 a
1−K
1 + 2K
]
: GEntl
(3.18)
Exemplarisch ist in Abbildung 3.4 fu¨r der Schubmodul GBel in
Abha¨ngigkeit von der Scherdehnungsamplitude γ fu¨r den Karlsruher Sand
mit ps = 100 kPa und unterschiedlichen Porenzahlen e dargestellt.
In Abbildung 3.4 ist zu sehen, dass der Schubmodul GBel mit zunehmen-
der Scherdehnungsampitude γ abnimmt. Die Unterschiede zwischen den
unterschiedlichen Porenzahlen e sowie der qualitative Verlauf der Kurven
ist realistisch und entspricht in etwa der Abnahme des Schubmoduls G mit
zunehmender Scherdehnungsamplitude γ nach Abbildung 2.20.
Die Steifigkeiten bei kleinen (Scher-)Dehnungen werden jedoch un-
terscha¨tzt. So ist G0 nach der empirischen Beziehung (2.21) deutlich ho¨her
als GBel nach Gleichung 3.19, wie im Folgenden detaillierter gezeigt wird.
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Abbildung 3.4: Abnahme von GBel mit zunehmenden γ fu¨r ps = 100 kPa
und unterschiedlichen Porenzahlen e nach Gleichung (3.17).
Fu¨r einen isotropen Spannungszustand mit σ1 = σ2 = σ3 sind die Schubmo-
dule fu¨r Be- und Entlastung gleich groß und Gleichung (3.17) vereinfacht
sich zu:
G = GBel = GEntl = 1,5 · fs (3.19)
Man erha¨lt dadurch z.B. fu¨r den Karlsruher Sand mit isotropen Spannungs-
zustand die in Tabelle 3.2 zusammengestellten Steifigkeiten G, die mit dem
Schubmodul bei sehr kleinen Dehnungen G0 nach der empirischen Bezie-
hung (2.21) verglichen werden.
Wie in Tabelle 3.2 angegeben, sind die SteifigkeitenG0 nach der empirischen
Beziehung (2.21) deutlich ho¨her als G nach Gleichung (3.19). Zudem ist das
Verha¨ltnis G/G0 zwar relativ unabha¨ngig von der Porenzahl e, jedoch bei
kleinen Spannungen ps gro¨ßer als bei großen Spannungen ps. Ursache dafu¨r
ist die sta¨rkere Spannungsabha¨ngigkeit bei kleinen Dehnungen im Vergleich
zu großen Dehnungen, wie im Abschnitt 2.5.3 beschrieben ist.
Durch die Beru¨cksichtigung von intergranularen Dehnungen nach Abschnitt
3.2 sowie der Wahl geeigneter Parameter nach Abschnitt 3.3.4 kann die
Steifigkeit bei kleinen Dehnungen wirklichkeitsna¨her erfasst werden.
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Spannung Porenzahl G [MPa] G0 [MPa] Verha¨ltnis
ps [kPa] e [-] nach Gl. (3.19) nach Gl. (2.21) G0/G [-]
25 0,90 3,0 36 12,0
25 0,66 4,2 52 12,4
25 0,53 5,3 63 11,9
100 0,90 8,1 73 9,0
100 0,66 11,2 104 9,2
100 0,53 14,2 126 9,0
400 0,90 21,7 146 6,7
400 0,66 30,0 208 6,9
400 0,53 37,8 251 6,7
Tabelle 3.2: Vergleich der nach Gleichung (3.19) ermittelten Steifigkeiten
G mit G0 nach der empirischen Beziehung (2.21) fu¨r den Karlsruher Sand
mit den Parametern nach Tabelle 3.1 und isotropen Spannungszustand.
3.2 Intergranulare Dehnungen
Die Grundversion des hypoplastischen Stoffgesetzes (siehe Abschnitt 3.1)
hat den Nachteil, dass die Steifigkeiten bei kleinen Dehnungsa¨nderungen
kurz nach einem Richtungswechsel unterscha¨tzt werden. Diese sind fu¨r zy-
klische und dynamische Berechnungen mit ha¨ufigen Richtungswechsel je-
doch besonders relevant. Zur Beru¨cksichtigung der hohen Steifigkeiten bei
kleinen Dehnungen wurde deshalb das hypoplastische Stoffgesetz um die
intergranularen Dehnungen erweitert [NH97].
Dazu wird eine neue Zustandsvariable, die so genannte intergranulare Deh-
nung δ, definiert (siehe [NH97] sowie Abschnitt 4.1 in [Nie04] fu¨r eine
ausfu¨hrliche Erla¨uterung). Die intergranulare Dehnung δ beschreibt die
Verformungen in der Kontaktschicht zwischen den Bodenpartikeln. Der Be-
trag der intergranularen Dehnung ||δ|| =
√
δ21 + δ
2
2 + δ
2
3 kann unabha¨ngig
vom Spannungsniveau ho¨chstens den Maximalwert R erreichen. In Abbil-
dung 3.5 ist die Entwicklung der intergranularen Dehnung veranschaulicht.
Nach einem Richtungswechsel (siehe Abbildung 3.5 (a)) ist die intergra-
nulare Dehnung δ der Dehnungsrate ε˙ entgegengerichtet. Dabei nimmt der
Betrag der intergranularen Dehnung ||δ|| vom Anfangswert, der bei entspre-
chend großer Vorbelastung dem Maximalwert R entspricht, bis auf ||δ|| = 0
ab und steigt wieder bis maximal ||δ|| = R an.
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Abbildung 3.5: Richtung der intergranularen Dehnung δ und der Dehnungs-
rate ε˙ nach Richtungswechsel um (a) 180◦, (b) 90◦ und (c) großer monotoner
Verschiebung (aus [NH97]).
Unmittelbar nach dem Richtungswechsel gilt δ : ε˙ ≤ 0. Bei weiterer Zu-
nahme der Dehnungen ε wird der Betrag der intergranularen Dehnung ||δ||
wieder gro¨ßer.
Die Raten der intergranularen Dehnung δ˙ nehmen vom anfa¨nglich gleichen
Wert wie die Dehnungsrate δ˙ = ε˙ bis auf δ˙ = 0 ab, wenn der Maximal-
betrag der intergranularen Dehnung R erreicht ist. In diesem Bereich gilt
δ : ε˙ > 0.
Die grundlegende Entwicklungsgleichung fu¨r die intergranulare Dehnung δ
kann fu¨r den eindimensionalen Fall (mit dem Index 1 fu¨r die Richtung der
Dehnung) wie folgt angegeben werden (siehe auch Gleichung (5) in [NH97]):
δ˙1 =

(
1− |δ1|
R
)
ε˙1 fu¨r δ1 · ε˙1 > 0 ,
ε˙1 fu¨r δ1 · ε˙1 ≤ 0 .
(3.20)
Fu¨r den dreidimensionalen Fall schaut die Entwicklungsgleichung fu¨r die
Hauptkomponenten der intergranularen Dehnung δi wie folgt aus (siehe
auch Gleichung (6) in [NH97]):
δ˙i =
ε˙i −
(
δ1ε˙1 + δ2ε˙2 + δ3ε˙3
R
√
δ21 + δ
2
2 + δ
2
3
)
δi fu¨r δk · ε˙k > 0 ,
ε˙i fu¨r δk · ε˙k ≤ 0 .
(3.21)
wobei die Indizes i und k fu¨r die 3 Richtungen des Koordinatensystems 1,
2 und 3 stehen.
Verallgemeinert man Gleichung (3.21), erha¨lt man folgende Entwicklungs-
gleichung der intergranularen Dehnung δ, siehe auch Gleichung (15) in
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[NH97]:
◦
δ =
{
(I − δˆδˆρβr) : D fu¨r δˆ : D > 0 ,
D fu¨r δˆ : D ≤ 0 . (3.22)
mit: (3.23)
◦
δ objektive Rate des intergranularen Dehnungstensors δ,
I Einheitstensor 4. Stufe,
βr Exponent zur Interpolation der Steifigkeitsabnahme mit ρ,
ρ
def= ||δ||/R Ausnutzungsgrad der intergranularen Dehnung und
δˆ
def=
{
δ/||δ|| fu¨r δ 6= 0
0 fu¨r δ = 0
Richtung der intergranularen Dehnung.
In Abbildung 3.6 ist die Entwicklung der intergranularen Dehnung fu¨r den
eindimensionalen Fall veranschaulicht.
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Abbildung 3.6: Entwicklung der intergranularen Dehnung δ1. Nach einem
Richtungswechsel um 180◦ betra¨gt anfangs |δ1| = R = 5 · 10−5. Zuna¨chst
nimmt die intergranulare Dehnungsrate δ˙1 um den gleichen Betrag wie ε˙1
ab. Wenn δ1 den Wert 0 erreicht, dann nimmt δ˙1 nach Gleichung (3.24) ab.
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Fu¨r den eindimensionalen Fall, bei dem nur Dehnungen ε1 und intergranu-
lare Dehnungen δ1 in der Richtung mit dem Index 1 auftreten, vereinfacht
sich Gleichung (3.22) zu:
δ˙1 =
{
(1− ρβr) · ε1 fu¨r δ1 · ε˙1 > 0 und
ε˙1 fu¨r δ1 · ε˙1 ≤ 0 .
(3.24)
Fu¨r den allgemeinen Fall kann die Steifigkeit im hypoplastischen Stoffgesetz
mit intergranularer Dehnung nach Gleichung (3.25), (siehe auch Gleichung
(14) in [NH97]) angegeben werden,
M = [ρχmT + (1− ρχ)mR]L+
{
ρχ(1−mT )L : δˆδˆ + ρχNδˆ fu¨r δ : D > 0
ρχ(mR −mT )L : δˆδˆ fu¨r δ : D ≤ 0
(3.25)
wobei mT (Erho¨hungsfaktor fu¨r einen Richtungswechsel um 90◦), mR
(Erho¨hungsfaktor fu¨r einen Richtungswechsel um 180◦) und χ (Exponent
zur Interpolation der Steifigkeitsabnahme mit zunehmender Dehnung) Kon-
stanten des erweiterten Stoffgesetzes sind.
Wenn die Richtung der Dehnung in etwa der Richtung der intergranularen
Dehnung entspricht(D ∼ δˆ), was bei geradliniger Belastungsrichtung der
Fall ist, gilt: δˆδˆ : D und δˆ : ||D||. Damit ergibt sich:
◦
T=M : D =
{
[(1− ρχ)mR + ρχ]L : D + ρχN||D|| fu¨r δ : D > 0 und
mRL : D fu¨r δ : D ≤ 0 .
(3.26)
3.3 Bereich mit sehr kleinen Dehnungen
Der Bereich mit kleinen Dehnungen entspricht im hypoplastischen Stoff-
gesetz etwa dem Bereich mit intergranularen Dehnungen, in dem sich das
Material bei geradliniger Belastungsrichtung unmittelbar nach einem Rich-
tungswechsel der Beanspruchung befindet. Dabei gilt δˆ : D ≤ 0 und der
Betrag der intergranularen Dehnung ||δ|| nimmt vom Maximalwert R bis
auf ||δ|| = 0 ab.
Der Steifigkeitstensor 4. Stufe mit intergranularen Dehnungen M ergibt
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sich dabei aus dem Produkt des Faktors mR und dem hypoplastischen
Tensor L(T,e):
M = mRL . (3.27)
Fu¨r die Spannungsrate
◦
T folgt daraus:
◦
T =M : D = mRL : D = mR fs0 1
tr(Tˆ · Tˆ)
[
F 2D + a2Tˆ tr(Tˆ ·D)
]
(3.28)
mit dem skalaren Faktor fs0 fu¨r die Druck- und Dichteabha¨ngigkeit
fs0 =
hs0
n0
(
ei0
ec0
)β 1 + ei
ei
(
3 ps
hs0
)1−n0 [
3 + a2 − a
√
3
(
ei0 − ed0
ec0 − ed0
)α]−1 (ec
e
)β
(3.29)
und den druckabha¨ngigen Porenzahlen
ei
ei0
=
ec
ec0
=
ed
ed0
= exp
[
−
(
ps
hs0
)n0]
(3.30)
Ein wesentliches Merkmal des Bodenverhaltens ist eine deutlich ho¨here Stei-
figkeit bei kleinen Dehnungen gegenu¨ber großen Dehnungen, sowohl in Be-
als auch in Entlastungsrichtung. Im hypoplastischen Stoffgesetz mit inter-
granularen Dehnungen kann das durch die Faktoren mR und mT erfasst
werden, die bei sehr kleinen Dehnungen (bei δ ≈ 0) nach Gleichung (3.25)
zu einer entsprechenden Vergro¨ßerung der Steifigkeit M in allen Lastrich-
tungen fu¨hrt.
Ein weiteres wesentliches Merkmal ist die Abha¨ngigkeit der Steifigkeit von
der Spannung p bei sehr kleinen Dehnungen von p1−n0 mit (1 − n0) ≈ 0,5
in guter Na¨herung fu¨r eine Vielzahl von Bo¨den, z.B. nach [Vre08]. Dem-
gegenu¨ber betra¨gt die Abha¨ngigkeit der Steifigkeit von der Spannung
bei großen Dehnungen p1−n. Der Exponent (1 − n) liegt z.B. fu¨r San-
de zwischen 0,67 und 0,81, im Mittel (1 − n) ≈ 0,72 nach [Her97] bzw.
(1−n) ≈ 0,70− 0,80, im Mittel (1−n) ≈ 0,75 nach [vSE08]. Fu¨r Tone gilt
sogar (1 − n) ≈ 0,90 − 1,00, wie ebenfalls z.B. in [vSE08] angegeben ist,
siehe auch Abschnitt 2.5.
Um aus den bei großen Dehnungen ermittelten hypoplastischen Parame-
tern hs und n realistische Steifigkeiten fu¨r kleine Dehnungen zu erhalten,
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mu¨ssten die Werte fu¨r mR und mT in Abha¨ngigkeit von der mittleren Span-
nung ps angesetzt werden. So wurden beispielsweise im Abschnitt 2.4.1 in
[Mei09] unterschiedliche Werte fu¨r mR in Abha¨ngigkeit von der mittleren
effektiven Spannung ps in Auswertung von RC-Versuchen am Karlsruher
Sand ermittelt (mR = 12 fu¨r p = 20 kPa bzw. mR = 6 fu¨r p = 320 kPa).
Es ist jedoch auch mo¨glich, modifizierte hypoplastische Parameter hs0 und
n0 nach Gleichung (3.29) anstatt von hs und n nach Gleichung (3.3) zu
verwenden, um die Steifigkeit unabha¨ngig vom Spannungsniveau bzw. der
mittleren effektiven Spannung ps wirklichkeitsnah erfassen zu ko¨nnen. Da-
durch ko¨nnen die Erho¨hungsfaktoren mR und mT nach 180◦ bzw. 90◦ Rich-
tungswechsel als konstant angenommen werden. Deshalb wurde in Glei-
chung (3.28) der skalare Faktor fs0 statt fs in Gleichung (3.1) verwendet.
Die Spannungsraten σ˙1 und σ˙2 im hypoplastischen Stoffgesetz mit inter-
granularen Dehnungen im Fall δˆ : D ≤ 0 (unmittelbar nach Belastungs-
umkehr) ergeben sich fu¨r axialsymmetrische Probleme mit σ2 = σ3 und
ε2 = ε3 analog den Gleichungen (3.6) und (3.7) zu:
σ˙1 = mR fs0
(σ1 + 2σ2)2
σ21 + 2σ
2
2
[
ε˙1 + a2
σ1ε˙1 + 2σ2ε˙2
(σ1 + 2σ2)2
σ1
]
(3.31)
σ˙2 = mR fs0
(σ1 + 2σ2)2
σ21 + 2σ
2
2
[
ε˙2 + a2
σ1ε˙1 + 2σ2ε˙2
(σ1 + 2σ2)2
σ2
]
(3.32)
3.3.1 O¨dometrische Randbedingungen
Bei o¨dometrischen Bedingungen sind aufgrund der behinderten Seitendeh-
nung die Dehnungen ε2 = ε3 = 0. Die Gleichungen (3.31) und (3.32) ver-
einfachen sich deshalb zu:
σ˙1 = mR · fs0 (σ1 + 2σ2)
2 + a2σ21
σ21 + 2σ
2
2
ε˙1 (3.33)
σ˙2 = mR · fs0 a
2σ1σ2
σ21 + 2σ
2
2
ε˙1 (3.34)
Der Steifemodul bei sehr kleiner Dehnungen Es0 ist abha¨ngig von den Span-
nungen σ1 und σ2 sowie der Porenzahl e. Aus Gleichung (3.33) ergibt sich:
Es0 =
σ˙1
ε˙1
= mR · fs0 · (σ1 + 2σ2)
2 + a2σ21
σ21 + 2σ
2
2
(3.35)
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Der SchubmodulG0 ergibt sich aus dem Verha¨ltnis der Schubspannungsrate
τ˙ = (σ˙1 − σ˙2)/2 zur Scherdehnungsrate γ˙ = 2 · ε˙12 = ε˙1 − ε˙2 bzw. γ˙ = ε˙1,
da ε˙2 = 0. Er ist, ebenso wie Es0, abha¨ngig von den Spannungen σ1 und σ2
sowie der Porenzahl e. Aus den Gleichungen (3.33) und (3.34) ergibt sich:
G0 =
(σ˙1 − σ˙2)
2 ε˙1
= mR · fs0 · 12
(σ1 + 2σ2)2 + a2(σ21 − σ1σ2)
σ21 + 2σ
2
2
(3.36)
bzw.
G0 = mR · fs0 · fo(K)
mit fo(K) =
1
2
(1 + 2K)2 + a2(1−K)
1 + 2K2
und K = σ2/σ1
(3.37)
Am Beispiel des Karlsruher Sandes mit den in Tabelle 3.1 zusammengestell-
ten hypoplastischen Parametern ist in Abbildung 3.7 der Schubmodul G0
in Abha¨ngigkeit von der Spannung σ1 dargestellt. Das Spannungsverha¨ltnis
K = σ2/σ1 wurde konstant mit K = 0,50 gewa¨hlt und drei unterschiedli-
che Porenzahlen (dichte Lagerung mit e = 0,53, mitteldichte Lagerung mit
e = 0,66 und lockere Lagerung mit e = 0,90) untersucht.
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Abbildung 3.7: G0 in Abha¨ngigkeit von σ1 fu¨r K = σ2/σ1 = 0,5.
Der Schubmodul G0 bei sehr kleinen Dehnungen, siehe Abbildung 3.7 ist
deutlich ho¨her als die Schubmodule fu¨r Belastung (GBel) und Entlastung
(GEntl) nach Abbildung 3.2. Dadurch kann eine entsprechend hohe Stei-
figkeit unmittelbar nach einem Richtungswechsel der Belastung (z.B. bei
Wiederbelastung) wirklichkeitsnah erfasst werden.
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3.3.2 Undrainierte triaxiale Bedingungen
Bei undrainierten triaxialen Bedingungen bleibt das Volumen konstant und
dadurch betragen die Dehnungen ε˙2 = ε˙3 = −ε˙1/2. Die Gleichungen (3.31)
und (3.32) vereinfachen sich fu¨r den Fall δ ≈ 0 und δ : D < 0 zu:
σ˙1 = mR · fs0 (σ1 + 2σ2)
2 + a2σ1(σ1 − σ2)
σ21 + 2σ
2
2
ε˙1 (3.38)
σ˙2 = mR · fs0 −(σ1 + 2σ2)
2/2 + a2σ2(σ1 − σ2)
σ21 + 2σ
2
2
ε˙1 (3.39)
Der Schubmodul G als Tangentenmodul ergibt sich in diesem Fall aus der
A¨nderungen der Schubspannungen τ = (σ˙1− σ˙2)/2 zu den Scherdehnungen
γ˙ = 2 · ε˙12 = ε˙1 − ε˙2 bzw. γ˙ = 1,5 · ε˙1, da ε˙2 = ε˙3 = −ε˙1/2. Aus den
Gleichungen (3.38) und (3.39) folgt:
G0 =
(σ˙1 − σ˙2)
3 ε˙1
= mR · fs0 · 13
1,5(σ1 + 2σ2)2 + a2(σ1 − σ2)2
(σ21 + 2σ
2
2)
(3.40)
bzw.
G0 = mR · fs0 · fu(K)
mit σ2 = K · σ1 und fu(K) = 13
1,5(1 + 2K)2 + a2(1−K)2
1 + 2K2
(3.41)
3.3.3 Abha¨ngigkeit vom Spannungsverha¨ltnis K = σ2/σ1
Der Schubmodul G0 im hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranularen
Dehnungen ist sowohl bei o¨dometrischen Bedingungen nach Gleichung
(3.37), als auch bei undrainierten Bedingungen nach Gleichung (3.41) vom
Spannungsverha¨ltnis abha¨ngig, siehe Abb. 3.8.
In Abbildung 3.8 ist zu sehen, dass bei undrainierten triaxialen Bedin-
gungen mit K = σ2/σ1 < 1 eine geringere Abha¨ngigkeit vom Spannungs-
verha¨ltnis gegenu¨ber o¨dometrischen Bedingungen besteht. So ist z.B. bei
einem Spannungsverha¨ltnis von jeweils K = 0,5 die Steifigkeit bei o¨do-
metrischen Bedingungen mit fo(K) ≈ 2,9 etwa 1,5 mal so groß wie bei un-
drainierten triaxialen Bedingungen mit fu(K) ≈ 1,9. Bei einem Spannungs-
verha¨ltnis K = 1 ist hingegen die Steifigkeit unabha¨ngig von der Art der
Randbedingungen (o¨dometrisch oder undrainiert) fo(K) = fu(K) = 1,5.
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Abbildung 3.8: Faktor f(K) = G0/mR/fs0 in Abha¨ngigkeit von den Rand-
bedingungen (o¨dometrisch/undrainiert) und dem Spannungsverha¨ltnis K.
Unter drainierten triaxialen Bedingungen mit |σ1| > |σ2| = |σ3| sowie
- kontraktantem Materialverhalten (Volumenverkleinerung infolge
Scherung, in der Regel bei locker bis mitteldicht gelagerten grob-
ko¨rnigen Bo¨den) und damit 0 ≤ |ε˙2| ≤ |ε˙1|/2 liegt der Faktor f(K)
zwischen dem bei o¨dometrischen und undrainierten Bedingungen und
- bei dilatantem Materialverhalten (Volumenvergro¨ßerung infolge Be-
lastung, in der Regel bei dicht gelagerten grobko¨rnigen Bo¨den) und
damit |ε˙2| ≥ |ε˙1|/2 kann der Faktor f(K) auch kleiner als bei undrai-
nierten Bedingungen sein.
Die empirischen Beziehungen aus der Literatur fu¨r den Grundwert des
Schubmoduls G0 berichten nicht u¨ber solche Abha¨ngigkeiten vom Span-
nungsverha¨ltnis. Dort wird nur die Abha¨ngigkeit von der mittleren ef-
fektiven Spannung ps, siehe z.B. Gleichung (2.21), bzw. allenfalls bei
u¨berkonsolidierten feinko¨rnigen Bo¨den zusa¨tzlich noch der U¨berkonsoli-
dierungsgrad OCR beschrieben. Folglich ist es bei den empirischen Be-
ziehungen egal, ob z.B. a) σ1 = 150 kPa und σ2 = σ3 = 75 kPa oder
b) σ1 = σ2 = σ3 = 100 kPa vorliegt, da die mittlere effektive Spannung
ps = (σ1 + σ2 + σ3)/3 jeweils 100 kPa betra¨gt.
Unter normalkonsolidierten Bedingungen (z.B. im Anfangsspannungszu-
stand in situ ohne Vorbelastung) betra¨gt K ≈ 1 − sinϕc ≈ 0,5. Bei zy-
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klischen Laborversuchen (z.B. RC-, Rahmenscher- oder Triaxialversuchen)
liegt jedoch meist ein anna¨hernd isotroper Spannungszustand K ≈ 1,0 vor,
da die Proben in der Regel mit einem allseitigen Druck beaufschlagt wer-
den, siehe z. B. [Har65], [Drn78], [CYD84], [SVR93] und [WT09b].
Ha¨ufig erha¨lt man in dynamischen Laborversuchen niedrigere Grundwerte
des Schubmoduls G0, was zumeist auf Probensto¨rung und A¨nderung des
Spannungszustandes durch Entnahme, Transport und Einbau in den Ver-
suchsstand zuru¨ckgefu¨hrt wird. So wird z.B. in [SK97] angegeben, dass in
Feldversuchen (Cross-Hole-Messungen) eine bis zu 2− 3-fach gro¨ßere Stei-
figkeit gegenu¨ber Laborversuchen (RC-Versuchen) ermittelt wird.
Beru¨cksichtigt man das in der Regel ho¨here Spannungsverha¨ltnis K ≈ 1
in den Laborversuchen gegenu¨ber einem Spannungsverha¨ltnis von z.B.
K ≈ 0,5 in situ, ergibt sich nach den oben angegebenen Beziehungen ein
ca. doppelt so großer Faktor f(K) und damit ebenfalls eine um ca. Faktor 2
ho¨here Steifigkeit in situ gegenu¨ber den Laborversuchen bei gleicher mittler-
er Spannung ps und Porenzahl e. Das unterschiedliche Spannungsverha¨ltnis
kann somit eine weitere Ursache fu¨r die unterschiedlichen Steifigkeiten in
situ und im Laborversuch sein.
Bei u¨berkonsolidierten Bo¨den ist Spannungsverha¨ltnis K in der Re-
gel gro¨ßer als bei normalkonsolidierten Bo¨den. Folglich mu¨sste bei glei-
cher Porenzahl und mittlerer effektiver Spannung ps die Steifigkeit klei-
ner sein, was jedoch nicht plausibel klingt. Durch die Vorbelastung bei
u¨berkonsolidierten Bo¨den nimmt jedoch auch die Dichte zu (und damit die
Porenzahl ab), wodurch es trotz Verringerung des Faktors f(K) zu einer
Zunahme der Steifigkeit gegenu¨ber normalkonsolidierten Bo¨den kommt.
3.3.4 Ermittlung der hypoplastischen Parameter bei großer
Dehnung fu¨r die Anwendung bei sehr kleiner Dehnung
Im Folgenden wird gezeigt, wie die hypoplastischen Parameter bei sehr klei-
nen Dehnungen aus den bei großen Dehnungen (z.B. in O¨dometerversuchen)
ermittelten Parametern bestimmt werden ko¨nnen. Die Voraussetzung ist,
dass der Schubmodul im hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranularen
Dehnungen fu¨r δ ≈ 0 und δ : D < 0 in etwa dem Grundwert des Schubmo-
duls G0 nach der empirischen Beziehung (2.21) entspricht.
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Wie in Abbildung 3.8 zu sehen, ist der Grundwert des Schubmoduls G0 im
hypoplastischen Stoffgesetz vom Spannungsverha¨ltnis K abha¨ngig. Fu¨r die
Ermittlung der hypoplastischen Parameter hs0 und n0 bei sehr kleinen Deh-
nungen soll man deshalb beru¨cksichtigen, mit welchem Spannungsverha¨ltnis
K die empirischen Beziehungen entstanden sind.
Die fu¨r viele Bodenarten mit Porenzahlen e ≤ 2 verwendete empirische Be-
ziehung (2.21) entstand auf Grundlage von RC-Versuchen an Sanden von
[Har65] und an normalkonsolidierten Tonen von [HB66]. Bei diesen Versu-
chen lag somit ein anna¨hernd isotropes Spannungsverha¨ltnis K ≈ 1 vor.
Fu¨r die Ermittlung von hs0 und n0 wird deshalb entsprechend das Span-
nungsverha¨ltnis K = 1 beru¨cksichtigt.
Sind die mittleren Spannungen ps deutlich kleiner als hs (ps << hs) bzw.
als hs0 (ps << hs0), ko¨nnen mit ei ≈ ei0, ec ≈ ec0 und ed ≈ ed0 die Poren-
zahlen in den Gleichungen (3.5) und (3.30) in erster Na¨herung unabha¨ngig
von der mittleren Druckspannung ps angenommen werden. Die Gleichungen
(3.13) und (3.37) lassen sich dadurch in einen spannungsabha¨ngigen Term
(ps/hs)1−n, einen porenzahlabha¨ngigen Term (ec0/e)β, einen skalaren Fak-
tor fa sowie den Faktor fo(K) nach Gleichung (3.37) in Abha¨ngigkeit vom
Spannungsverha¨ltnis K zerlegen. Dadurch ergeben sich die beiden folgen-
den Gleichungen:
Gm =
hs
n
(
3 ps
hs
)1−n (ec0
e
)β · fa · fo(K) (3.42)
G0 = mR
hs0
n0
(
3 ps
hs0
)1−n0 (ec0
e
)β · fa · fo(K) (3.43)
mit jeweils
fa =
(
ei0
ec0
)β 1 + ei0
ei0
[
3 + a2 − a
√
3
(
ei0 − ed0
ec0 − ed0
)α]−1
und
fo(K) =
1
2
(1 + 2K)2 + a2(1−K)
1 + 2K2
Gm entspricht dabei dem Mittelwert aus Be- und Entlastung
Gm = (GBel + GEntl)/2, siehe auch Gleichung (3.11) fu¨r o¨dometrische
Randbedingungen.
Aus den Gleichungen (3.42) und (3.43) kann das Verha¨ltnis G0/Gm
gebildet werden:
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G0
Gm
= mR
n
n0
hn0s0
hns
(3ps)n−n0 (3.44)
In der empirischen Beziehung fu¨r G0 in Gleichung (2.21) betra¨gt der Ex-
ponent fu¨r die Spannungsabha¨ngigkeit m0 ≈ 0,50. Damit die Abha¨ngigkeit
von ps in Gleichung (3.43) dieser empirischen Beziehung entspricht, muss
der Exponent m0 = 1 − n0 = 0,50, also n0 = 0,50 betragen. Die
Granulatha¨rte hs0 kann dann aus den Gleichungen (2.21) und (3.43) in
Abha¨ngigkeit von der Porenzahl e wie folgt berechnet werden:
hs0(e) =
1
3
[
n0
mR · fa · fo(K) · 323
(2,97− e)2
(1 + e)
(
e
ec0
)β
]n0
pa (3.45)
Um zu untersuchen, welchen Einfluss die Porenzahl e auf hs0 hat, wird
im Folgenden die Gro¨ße des Terms F (e,β) = (2,97 − e)2/(1 + e) · eβ in
Abha¨ngigkeit von der Porenzahl e und dem Exponenten β untersucht. Ex-
emplarisch ist dazu e innerhalb der minimalen und maximalen Porenzahl
fu¨r den Karlsruher Sand in Abbildung 3.9 dargestellt.
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Abbildung 3.9: Gro¨ße des Terms F (e,β) = (2,97 − e)2/(1 + e) · eβ in
Abha¨ngigkeit von der Porenzahl e fu¨r den Karlsruher Sand.
In Abbildung 3.9 ist zu sehen, dass der Term F (e,β) fu¨r β ≈ 1,0 nur schwach
von der Porenzahl e abha¨ngig ist. Ausgehend von e = ed0 steigt der Term
mit zunehmender Porenzahl e bis ca. (ed0 + ec0)/2 leicht an und wird da-
nach wieder etwas kleiner.
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Fu¨r β = 1,5 besteht hingegen eine etwas gro¨ßere Abha¨ngigkeit des Terms
F (e,β) von e. Ausgehend von F (e,β) = 1,5 bei e = ed0 = 0,53 wird F (e,β)
mit zunehmenden e gro¨ßer und betra¨gt F (e,β) = 1,94 bei e = ei0 = 1,00.
Die Granulatha¨rte hs0 ist fu¨r β ≈ 1,0 ebenso wie F (e,β) nur wenig von der
Porenzahl e abha¨ngig, so dass hs0 vereinfachend als konstant angenommen
werden kann. Innerhalb von ed0 ≤ e ≤ (ec0 + ei0)/2 betragen die Abwei-
chungen ≤ ±5 %. Die Berechnung von hs0 nach Gleichung (3.45) ko¨nnte
deshalb vereinfachend mit ec0 erfolgen, so dass hs0 wie folgt aus den anderen
hypoplastischen Parametern bestimmt werden kann:
hs0 =
1
3
[
n0
mR · fa · fo(K) · 323
(2,97− ec0)2
1 + ec0
]n0
pa (3.46)
Um die Steifigkeit bei sehr kleinen Dehnungen G0 nach der empirischen Be-
ziehung (2.21) zu erhalten, ist der hypoplastische Parameter mR theoretisch
frei wa¨hlbar. Damit auch bei kleineren bis mittleren Dehnungen das Boden-
verhalten wirklichkeitsnah wiedergegeben wird, sollte der Erho¨hungsfaktor
mR so groß gewa¨hlt werden, dass er dem Verha¨ltnis der Steifigkeit bei sehr
kleinen Dehnungen G0 nach der empirischen Beziehung (2.21) zur Steifig-
keit G nach dem hypoplastischen Stoffgesetz ohne intergranulare Dehnung
nach Abschnitt 3.1 unter Beru¨cksichtigung der in etwa vorhandenen mittle-
ren Spannung ps entspricht. Im folgenden Abschnitt wird das exemplarisch
fu¨r den Karlsruher Sand gezeigt.
Ermittlung hypoplastischer Parameter bei sehr kleiner Dehnung
fu¨r den Karlsruher Sand mit einem Spannungsverha¨ltnis K = 1
In Tabelle 3.2 wurde gezeigt, dass die Steifigkeit G0 nach der empirischen
Beziehung (2.21) deutlich ho¨her als die G nach dem hypoplastischen
Stoffgesetz ohne intergranulare Dehnung ist. Dabei betrug das in dieser
Tabelle angegebene Verha¨ltnis G0/G ≈ 12,0 bei ps = 25 kPa, G0/G ≈ 9,0
bei ps = 100 kPa und G0/G ≈ 6,7 bei ps = 400 kPa.
Mit der Wahl von mR = 10, dem Exponenten n0 = 0,5 und unter
Verwendung der u¨brigen hypoplastischen Parameter nach Tabelle 3.1
ergibt sich bei einem isotropen Spannungsverha¨ltnis K = 1 nach Gleichung
(3.46) eine Granulatha¨rte hs0 = 187 MPa. Damit ergeben sich gegenu¨ber
Tabelle 3.1 modifizierte, in Tabelle 3.3 zusammengestellte hypoplastische
Parameter fu¨r die Anwendung bei kleinen Dehnungen.
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ϕc hs0 n0 ed0 ec0 ei0 α β mR mT
◦ MPa - - - - - - - -
30 187 0,50 0,53 0,84 1,00 0,13 1,05 10 4
Tabelle 3.3: Hypoplastische Parameter fu¨r Karlsruher Sand. Der Schubmo-
dul im intergranularen Bereich entspricht ca. G0 nach Gleichung (2.21).
Vergleichend dazu wu¨rde man fu¨r mR = 5 aufgrund der Proportionalita¨t
hs0 ∝ (1/mR)n0 nach Gleichung (3.46) die vierfache Granulatha¨rte, also
hs0 = 748 MPa erhalten. Fu¨r die Steifigkeit bei sehr kleinen Dehnungen
spielt es keine Rolle, ob man mR = 10 und hs0 = 187 MPa oder mR = 5
und hs0 = 748 MPa verwendet. Fu¨r den Bereich mit kleinen bis mittleren
Dehnungen infolge monotoner Belastung gibt es jedoch Unterschiede, die
in Abbildung 3.25 im Abschnitt 3.4.1 vergleichend gezeigt werden.
In Abbildung 3.10 ist der Vergleich von G0 nach dem hypoplastischen Stoff-
gesetz mit intergranularen Dehnungen mit den hypoplastischen Parametern
aus Tabelle 3.3 nach der empirischen Beziehung (2.21) fu¨r 3 unterschiedliche
Ausgangsporenzahlen in Abha¨ngigkeit von der Spannung σ1 dargestellt.
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Abbildung 3.10: Vergleich des Grundwertes des Schubmoduls G0 nach dem
hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranularen Dehnungen und den Para-
metern nach Tabelle 3.3 mit der empirischen Beziehung (2.21).
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In Abbildung 3.10 ist eine sehr gute U¨bereinstimmung der Berechnungs-
ergebnisse fu¨r G0 mit dem hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranularen
Dehnungen unter der Bedingung δ : D ≈ 0 und den hypoplastischen Para-
metern nach Tabelle 3.3 mit den Ergebnissen fu¨r G0 nach der empirischen
Beziehung (2.21) zu sehen. Folglich kann durch die Wahl der hypolastischen
Parameter mit n0 = 0,50 und hs0 nach Gleichung (3.46) der Grundwert des
dynamischen Schubmoduls nach Gleichung (2.21) erfasst werden.
In Abbildung 3.11 ist ein Vergleich des sich rechnerisch nach dem hypo-
plastischen Stoffgesetz mit den modifizerten Parametern hs0 und n0 nach
Tabelle 3.3 fu¨r den Karlsruher Sand mit einer Porenzahl von e = 0,66
(mitteldichter Lagerung) und Versuchsergebnissen verschiedener Sande von
[WT06], ebenfalls mit mitteldichter Lagerung (bezogene Lagerungsdichte
ID = 0,58−0,65), dargestellt. Auf der Horizontalachse ist dabei der mittlere
Druck ps augetragen, die bei isotropem Spannungsverha¨ltnis der Spannung
σ1 entspricht.
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Abbildung 3.11: G0 in Abha¨ngigkeit von ps, Vergleich von Berechnungser-
gebnissen fu¨r den Karlsruher Sand mit Versuchsergebnissen verschiedener
Sande von [WT06], ebenfalls mit mitteldichter Lagerung (ID = 0,58−0,65).
Von der Kornverteilung ist Sand 3 (große ausgefu¨llte Dreieck-Symbole) mit
d50 = 0,55 mm, U = 1,80, emax = 0,874 und emin = 0,577 den Eigenschaf-
ten des Karlsruher Sandes mit d50 = 0,40 mm, U = 1,85, emax = 0,84 und
emin = 0,53 am a¨hnlichsten. Abbildung 3.11 zeigt sowohl fu¨r die Berech-
nungsergebnisse als auch die Messergebnisse eine a¨hnliche Zunahme von G0
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 83 — #89
3.3 Bereich mit sehr kleinen Dehnungen 83
mit ps und eine relativ gute U¨bereinstimmung der rechnerisch ermittelten
Steifigkeiten mit den Versuchsergebnissen.
In Abbbildung 3.12 sind der Schubmodul G ohne intergranulare Dehnun-
gen, also fu¨r große Dehnungen, und der Schubmodul G0 mit intergranularen
Dehnungen unter der Bedingung δ : D ≈ 0, also fu¨r sehr kleine Dehnungen,
in Abha¨ngigkeit von ps dargestellt. Da das untersuchte Spannungsverha¨ltnis
K = 1 betra¨gt, wird der letzte Term in Gleichung (3.11) mit ∓fd... = 0.
Damit ist der Schubmodul G ohne intergranulare Dehnungen fu¨r Belastung
und Entlastung gleich groß, also ist G = GBel = GEntl.
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Abbildung 3.12: Schubmodul G ohne und Schubmodul G0 mit intergranu-
laren Dehnungen unter der Bedingung δ : D ≈ 0 in Abha¨ngigkeit von ps.
Aus Abbildung 3.12 ist zu entnehmen, dass einerseits G0 deutlich gro¨ßer
als G ist, insbesondere bei kleinen Spannungen ps. Andererseits ist die
Abha¨ngigkeit der Steifigkeit von ps bei kleinen Dehnungen geringer als
bei großen Dehnungen, da der Anstieg von G0 kleiner als der Anstieg von
G mit zunehmenden ps ist. Die Ursache dafu¨r liegt im unterschiedlichen
Materialverhalten ausgedru¨ckt durch den Exponenten fu¨r die Spannungs-
abha¨ngigkeit m = 1− n, der bei kleinen Dehnungen kleiner als bei großen
Dehnungen ist.
Stellt man anstatt der Schubmodule G und G0 das Verha¨ltnis G0/G dar,
erha¨lt man das in Abbildung 3.13 dargestellte Diagramm.
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Abbildung 3.13: Verha¨ltnisG0/G in Abha¨ngigkeit von ps fu¨r den Karlsruher
Sand mit dem Spannungsverha¨ltnis K = 1.
Da das Spannungsverha¨ltnis K = 1 gewa¨hlt wurde und damit der Schub-
modul bei großen Dehnungen G = GBel = GEntl = Gm nach Gleichung
(3.11) betra¨gt, ist das Verha¨ltnis G0/G nach Gleichung (3.44) nur noch
von ps abha¨ngig. Damit ergibt sich in Abbildung 3.13 nur eine Kurve,
unabha¨ngig von Belastung bzw. Entlastung und der Porenzahl e.
Das Verha¨ltnis G0/G entspricht dabei dem Erho¨hungsfaktor mR der
intergranularen Dehnung nach 180◦ Richtungswechsel der Belastung. Bei
kleinen Spannungen besteht demnach ein gro¨ßerer Unterschied zwischen
dem Schubmodul G0 bei sehr kleinen Dehnungen und dem Schubmodul
G bei großen Dehnungen. Fu¨r ps = 20 kPa ergebe sich ein Verha¨ltnis
G0/G ≈ 12,8 und fu¨r ps = 320 kPa ergebe sich ein Verha¨ltnis G0/G ≈ 7,0.
Dies stimmt relativ gut mit den im Abschnitt 2.4.1 in [Mei09] bestimmten
Parametern (mR = 12 fu¨r ps = 20 kPa bzw. mR = 6 fu¨r ps = 320 kPa)
u¨berein.
Tra¨gt man auf der Horizontalachse anstatt des mittleren Druckes ps
in Abbildung 3.13 den Schubmodul G auf, erha¨lt man fu¨r verschiedene
Porenzahlen e auch unterschiedliche Kurvenverla¨ufe, siehe Abbildung 3.14.
Bei gleichem G weist der Sand mit gro¨ßerer Porenzahl e ein kleineres
Verha¨ltnis G0/G auf. Das liegt daran, dass der Sand mit gro¨ßerer Po-
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renzahl e auch einen gro¨ßeren Druck ps haben muss, um den gleichen
Schubmodul G wie der Sand mit geringerer Porenzahl e aufzuweisen.
Durch den gro¨ßeren Druck ps ergibt sich aber nach Abbildung 3.13 ein
kleineres Verha¨ltnis G0/G.
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Abbildung 3.14: Verha¨ltnis G0/G in Abha¨ngigkeit vom Schubmodul G fu¨r
den Karlsruher Sand mit dem Spannungsverha¨ltnis K = 1.
In der Literatur wird oft das Verha¨ltnis Es0/Es anstatt G0/G angegeben,
siehe z.B. [Alp70] oder [S+02]. Deshalb wird in Abbildung 3.15 das
Verha¨ltnis der Steifemodule Es0/Es in Abha¨ngigkeit von der Steifigkeit Es
betrachtet.
Fu¨r den Steifemodul Es ergibt sich, anders als beim Schubmodul G,
auch fu¨r ein Spannungsverha¨ltnis K = 1 nach Gleichung (3.10) ein
Unterschied zwischen Belastung und Entlastung, also Es,Bel < Es,Entl. In
Abbildung 3.15 wird deshalb das Verha¨ltnis Es0/Es,Bel und Es0/Es,Entl
in Abha¨ngigkeit vom Steifemodul fu¨r Belastung Es,Bel und fu¨r Entlastung
Es,Entl dargestellt.
In Abbildung 3.15 ist zu sehen, dass bei kleiner Porenzahl die Kurven fu¨r
Be- und Entlastung enger aneinander liegen als bei großer Porenzahl. Das
ist plausibel und zeigt sich auch bei O¨dometerversuchen bei unterschied-
licher Porenzahl. Bo¨den mit lockerer Lagerung weisen, insbesondere bei
kleinerem mittleren Druck ps, ein deutlich gro¨ßeres Verha¨ltnis zwischen
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Entlastung und Belastung auf als Bo¨den mit dichter Lagerung. In Abbil-
dung 3.16 ist das Verha¨ltnis Es,Entl/Es,Bel fu¨r den Karlsruher Sand mit
unterschiedlicher Porenzahl e in Abha¨ngigkeit von ps dargestellt.
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Abbildung 3.15: Verha¨ltnis Es0/Es,Bel und Es0/Es,Entl in Abha¨ngigkeit von
Es,Bel und Es,Entl fu¨r den Karlsruher Sand mit K = 1.
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Abbildung 3.16: Verha¨ltnis Es,Entl/Es,Bel in Abha¨ngigkeit vom mittleren
Druck ps und der Porenzahl e fu¨r den Karlsruher Sand mit K = 1.
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Karlsruher Sand mit einem Spannungsverha¨ltnis K < 1
Mit einem Spannungsverha¨ltnis K < 1 erha¨lt man fu¨r das Verha¨ltnis G0/G
nicht nur eine Kurve in Abha¨ngigkeit von ps wie in Abbildung 3.13, son-
dern es ergeben sich unterschiedliche Kurven in Abha¨ngigkeit von Belastung
bzw. Entlastung und von der Porenzahl e, da der letzte Term in Gleichung
(3.11) mit ∓fd... 6= 0 wird.
In Abbildung 3.17 ist das Verha¨ltnis G0/G in Abha¨ngigkeit von ps fu¨r den
Karlsruher Sand exemplarisch fu¨r das Spannungsverha¨ltnis K = 0,5 darge-
stellt. Bei kleinen Spannungen besteht auch hier ein gro¨ßerer Unterschied
zwischen dem Grundwert des Schubmoduls G0 bei sehr kleinen Dehnungen
und dem Schubmodul G bei großen Dehnungen.
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Abbildung 3.17: Verha¨ltnisse G0/GBel und G0/GEntl in Abha¨ngigkeit von
ps fu¨r den Karlsruher Sand mit dem Spannungsverha¨ltnis K = 0,5.
Analog dem Verha¨ltnis der Steifemodule Es0/Es,Bel bzw. Es0/Es,Entl nach
Abbildung 3.15 liegen bei kleiner Porenzahl die Kurven fu¨r Be- und Ent-
lastung enger aneinander als bei großer Porenzahl. Bo¨den mit lockerer La-
gerung weisen, insbesondere bei kleiner mittlerer Druckspannung ps, ein
deutlich gro¨ßeres Verha¨ltnis zwischen Entlastung und Belastung auf als
Bo¨den mit dichter Lagerung.
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Ermittlung hypoplastischer Parameter bei sehr kleinen Dehnun-
gen fu¨r verschiedene Sande
Auch fu¨r andere Sande und Kiese ko¨nnen analog dem Karlsruher Sand
(siehe Tabelle 3.3) gegenu¨ber den in [Her97] angegebenen, bei großen Deh-
nungen ermittelten hypoplastischen Parametern die modifizierten hypo-
plastischen Parameter hs0 und n0 fu¨r kleine Dehnungen angegeben wer-
den. Diese sind in Tabelle 3.4 zusammengestellt und wurden analog wie
fu¨r den Karlsruher Sand unter Zugrundelegung des Spannungsverha¨ltnisses
K = σ1/σ2 = 1 bestimmt. Die Erho¨hungsfaktoren nach 180◦ bzw. 90◦ Rich-
tungswechsel wurden fu¨r alle Sande und Kiese als konstant mit mR = 10
und mT = 4 angenommen.
Analog Abbildung 3.13 ko¨nnen fu¨r die in Tabelle 3.4 enthaltenen Sande
und einen Kies das Verha¨ltnis G0/G in Abha¨ngigkeit von der mittleren
Spannung ps dargestellt werden, siehe Abbildung 3.18. Da das Spannungs-
verha¨ltnis K = 1 betra¨gt, ist nach Gleichung (3.44) das Verha¨ltnis G0/G
unabha¨ngig von der Belastungsrichtung und der Porenzahl e.
Bezeichnung ϕc hs n hs0 n0 ed0 ec0 ei0 α β
des Materials ◦ MPa - MPa - - - - - -
Toyoura-Sand 30 2600 0,27 155 0,50 0,61 0,98 1,10 0,18 1,00
Hochstetten-Sand 33 1500 0,28 102 0,50 0,55 0,95 1,05 0,25 1,50
Schlabendorf-Sand 33 1600 0,19 122 0,50 0,44 0,85 1,00 0,25 1,00
Hostun-Sand 31 1000 0,29 100 0,50 0,61 0,91 1,09 0,13 2,00
Karlsruhe-Sand 30 5800 0,28 187 0,50 0,53 0,84 1,00 0,13 1,05
Zbraslav-Sand 31 5700 0,25 179 0,50 0,52 0,82 0,95 0,13 1,00
Ottawa-Sand 30 4900 0,29 230 0,50 0,49 0,76 0,88 0,10 1,00
Ticino-Sand 31 5800 0,31 146 0,50 0,60 0,93 1,05 0,20 1,00
Silver-L-B-Sand 30 8900 0,33 220 0,50 0,49 0,79 0,90 0,14 1,00
Hochstetten-Kies 36 32000 0,18 133 0,50 0,26 0,45 0,50 0,10 1,80
Mittelwert Sande 31 4200 0,28 160 0,50 0,54 0,87 1,00 0,17 1,17
Tabelle 3.4: Hypoplastische Parameter und modifizierte Parameter hs0 und
n0 fu¨r die der Schubmodul im intergranularen Bereich in etwa G0 nach
Gleichung (2.21) entspricht.
In Abbildung 3.18 ist zu sehen, dass das Verha¨ltnis G0/G bei kleinen Span-
nungen gro¨ßer als bei großen Spannungen ist. Das ist plausibel und liegt
an der geringeren Abha¨ngigkeit der Steifigkeit G0 von p bei kleinen Deh-
nungen (p1−n0 mit 1 − n0 ≈ 0,5) gegenu¨ber der Steifigkeit G bei großen
Dehnungen (p1−n mit 1−n ≈ 0,75). Das Verha¨ltnis G0/G entspricht dabei
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in etwa dem Parameter mR im hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranu-
laren Dehnungen.
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Abbildung 3.18: Verha¨ltnis G0/G in Abha¨ngigkeit von der mittleren Druck-
spannung ps fu¨r verschiedene Sande und einen Kies mit dem Spannungs-
verha¨ltnis K = 1.
Ist der Unterschied der Exponenten fu¨r die Spannungsabha¨ngigkeit be-
sonders groß, z.B. beim Schlabendorf-Sand (gru¨ne Kurve mit ausgefu¨llten
Dreieck-Symbolen) mit (1− n0) = 0,50 und (1− n) = 0,81, ergibt sich bei
gleicher mittlerer Spannung ps ein gro¨ßeres Verha¨ltnis G0/G gegenu¨ber den
anderen Sanden. Beim Silver-L-B-Sand ist hingegen der Unterschied zwi-
schen den Exponenten (1 − n0) = 0,50 und (1 − n) = 0,67 am geringsten.
Folglich ergibt sich auch das geringste Verha¨ltnis G0/G von allen unter-
suchten Sanden.
In der Literatur wird auch statt des Verha¨ltnisses G0/G das Verha¨ltnis der
Steifemodule bei kleinen und großen Dehnungen Es0/Es analog Abbildung
3.15 angegeben, z.B. [BV07] bzw. [WT09a]. Dabei ist zu beachten, dass
dabei der Steifemodul bei kleinen Dehnungen Es,0 aus RC-Versuchen mit
anna¨hernd isotropen Spannungsverha¨ltnis und der Steifemodul bei großen
Dehnungen aus O¨dometerversuchen mit einem Spannungsverha¨ltnis von
K0 ≈ 1− sinϕc ≈ 0,5 verglichen wird.
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Unter Beru¨cksichtigung des unterschiedlichen Spannungsverha¨ltnisses nach
Abschnitt 3.3.3 ergibt sich fu¨r drei ausgewa¨hlten Sande mit unterschiedli-
cher Porenzahl das in Abbildung 3.19 dargestellte Diagramm.
Abbildung 3.19: Verha¨ltnis Es0/Es in Abha¨ngigkeit vom Steifemodul fu¨r
Belastung Es,Bel fu¨r verschiedene Sande mit verschiedlichen Porenzahlen e.
Es zeigt sich eine relativ gute U¨bereinstimmung der Ergebnisse mit den
gewa¨hlten hypoplastischen Parametern gegenu¨ber der von [BV07] angege-
benen Kurve. Die Werte fu¨r den Schlabendorf-Sand liegen etwas oberhalb
der angegebenen Bandbreite von [BV07]. Ursache dafu¨r ist die ausgepra¨gte
Spannungsabha¨ngigkeit bei großen Dehnungen aufgrund des großen Expo-
nenten (1− n) = 0,81. Die Tendenz wird jedoch bei allen Kurven deutlich:
bei abnehmender Steifigkeit Es,Bel wird das Verha¨ltnis Es,0/Es,Bel gro¨ßer.
Ohne Beru¨cksichtigung des unterschiedlichen Spannungsverha¨ltnisses, also
wenn fu¨r Es0 das gleiche Spannungsverha¨ltnis wie fu¨r Es zugrunde gelegt
wird, ist das berechnete Verha¨ltnis Es0/Es um ca. den Faktor 1,3 − 1,4
gro¨ßer.
Die Kurve von Alplan [Alp70] liegt unter den anderen Kurven. Das liegt
nach Untersuchungen von Wichtmann & Triantafyllidis [WT09a] einer-
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seits daran, dass es sich nicht um den Steifemodul Es, sondern um den
Elastizita¨tsmodul E handelt, andererseits aber vor allem daran, dass das
Verha¨ltnis E0/EEntl anstatt E0/EBel beschrieben wird. Die Ent- und Wie-
derbelastungssteifigkeit Eu,r ist deutlich gro¨ßer als die Erstbelastungsstei-
figkeit EBel.
3.4 Bereich mit kleinen bis mittleren Dehnungen
Der Bereich mit kleinen bis mittleren Dehnungen wird hinsichtlich der Ab-
nahme des Schubmoduls G(γ) mit zunehmender Scherdehnungsamplitude
γ infolge monotoner Belastung im Abschnitt 3.4.1 betrachtet. Infolge zykli-
scher Belastung kommt es neben der Abnahme von G mit zunehmendem
γ auch zu einer Akkumulation bleibender Verformungen bei drainierten
Verha¨ltnissen bzw. zu einer Akkumulation von Porenwasserdru¨cken bei un-
drainierten Verha¨ltnissen. Im Abschnitt 3.4.2 wird gezeigt, wie mit dem
hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranularer Dehnung dieses Material-
verhalten wirklichkeitsnah erfasst werden kann.
3.4.1 Monotone Belastung
Infolge monotoner Belastung nimmt der Schubmodul G mit zunehmender
Scherdehnungsamplitude γ ab, siehe z.B. Abbildung 2.20 aus Abschnitt
2.6. Diese Abnahme kann mit Hilfe des hypoplastischen Stoffgesetzes durch
geeignete Wahl der Parameter fu¨r die intergranulare Dehnung R, βr und χ
wirklichkeitsnah erfasst werden.
Anfangswert der intergranularen Dehnung
Fu¨r die Bestimmung der Parameter fu¨r die intergranulare Dehnung ist der
Anfangswert der intergranularen Dehnung wesentlich. Dabei kann sein Be-
trag ho¨chstens dem Parameter R entsprechen: ||δ|| ≤ R.
Im eindimensionalen (bzw. o¨dometrischen Fall) mit δ2 = δ3 = 0 betra¨gt des-
halb |δ1| ≤ R. Im undrainierten Fall mit ε˙1 = −2 ε˙2 und somit δ1 = −2 δ2
erha¨lt man
√
δ21 + 2 (−δ1/2)2 ≤ R. Die maximale Gro¨ße der intergranula-
ren Dehnung in der Hauptrichtung betra¨gt damit |δ1| ≤ R/
√
1,5 und in
den beiden anderen Richtungen |δ2| = |δ3| ≤ R/
√
6.
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Praktisch treten jedoch bei zyklischen bzw. dynamischen Beanspruchungen
(z.B. Maschinen- oder Verkehrserschu¨tterungen) zumeist nur geringe Scher-
dehnungen (γ ≤ γtv) und fu¨r einen großen Bodenbereich in gro¨ßerem Ab-
stand der Lasteintragung sogar nur sehr geringe Scherdehnungen (γ ≤ γtl)
auf. Die sich dabei asymptotisch einstellende intergranulare Dehnung ||δ||
ist somit deutlich kleiner als der Maximalbetrag der intergranularen Deh-
nung R. Die hypoplastischen Parameter R, βr und χ sollten deshalb mit
dem Anfangswert ||δ|| = 0 bestimmt werden.
Bestimmung der Parameter fu¨r die intergranulare Dehnung
Die Parameter fu¨r die intergranulare Dehnung R, βr und χ sind so zu be-
stimmen, dass man fu¨r die unterschiedlichen Bodenarten entsprechend rea-
listische Abnahmekurven des Schubmoduls G(γ) mit zunehmender Scher-
dehnungsamplitude γ erha¨lt. Dazu werden o¨dometrische Bedingungen und
undrainierte triaxialen Bedingungen nach den Gleichungen (3.49) und
(3.50) sowie den Gleichungen (3.51) und (3.52) betrachtet, da sich bei die-
sen Randbedingungen die allgemeinen Stoffgesetzformulierungen fu¨r die
Entwicklung der intergranularen Dehnungen nach Gleichung (3.24) so-
wie die Spannungs-Dehnungsbeziehungen auf ein eindimensionales Problem
zuru¨ckfu¨hren lassen.
Ausgehend von einem Anfangsspannungszustand, einer Ausgangsporenzahl
sowie Anfangswerte der Richtung und Gro¨ße der intergranularen Deh-
nung kann fu¨r eine Dehnungsrate die intergranulare Dehnungsrate und
anschließend die Spannungsrate berechnet werden. Durch Zeitintegration
ergeben sich neue Dehnungen, intergranulare Dehnungen und Spannun-
gen, und es kann die Vorgehensweise wiederholt werden (”halbanalyti-
sche”Berechnung). Wie noch gezeigt wird, mu¨ssen insbesondere im Bereich
der intergranularen Dehnungen die Dehnungsraten entsprechend klein sein,
um das Spannungs-Dehnungsverhalten entsprechend wirklichkeitsnah wie-
dergeben zu ko¨nnen.
Daneben werden vergleichend auch numerische Berechnungen sowohl mit
o¨dometrischen als auch mit undrainierten Bedingungen mit dem FE-
Programm TOCHNOG, [Rod12] an einem Element gefu¨hrt. In diesem Pro-
gramm ist das hypoplastische Stoffgesetz in der Formulierung nach [vW97]
und der Erweiterung mit intergranularen Dehnungen nach [NH97] bereits
implementiert.
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In Abbildung 3.20 ist jeweils die Abnahme des Schubmoduls G mit zu-
nehmender Scherdehnungsamplitude γ als Parameterstudie fu¨r R, βr und
χ gezeigt. Dabei wurde G(γ) jeweils als Sekantenmodul mit G = τ/γ =
[(σ1−σ2)/2]/(ε1−ε2) infolge der gesamten Schubspannungsdifferenzen und
Scherdehnungsdifferenzen ermittelt. Im Ergebnis der Parameterstudie zeigt
sich, dass eine geringere Abnahme von G/G0 mit zunehmenden γ erzielt
wird mit:
- einem gro¨ßeren Parameter R,
- einem kleineren Parameter βr bzw.
- einem gro¨ßeren Parameter χ.
Mit den Parametern R = 5 · 10−5, βr = 0,30 und χ = 1,0 konnte die bes-
te U¨bereinstimmung des Kurvenverlaufes mit den Versuchsergebnissen fu¨r
grobko¨rnige Bo¨den erzielt werden. Die Berechnungsergebnisse mit diesen
Parametern liegen innerhalb des Bandes der Versuchsergebnisse fu¨r Sande,
siehe oberes Diagramm in Abbildung 3.21.
Fu¨r feinko¨rnige Bo¨den ergibt sich ebenfalls mit βr = 0,30 und χ = 1,0
sowie R in Abha¨ngigkeit von der Plastizita¨tszahl IP nach Tabelle 3.5 eine
gute U¨bereinstimmung mit den von Vucetic & Dobry [VD91] angegebenen
Kurvenverla¨ufen, siehe unteres Diagramm in Abbildung 3.21. Die geringere
Abnahme von G/G0 mit zunehmenden γ bei Bo¨den mit ho¨herer Plastizita¨t
kann durch einen gro¨ßeren Parameter R erfasst werden.
Demnach entspricht der Parameter R in etwa der Scherdehnung γ0.8, bei
der das Verha¨ltnis G/G0 = 0,8 betra¨gt (in Anlehnung an den Parameter
γ0.7, der im ”Hardening Soil-Model with small-strain stiffness”nach [Ben07]
verwendet wird).
In Tabelle 3.5 sind die Parameter fu¨r die intergranulare Dehnung zusam-
mengestellt.
IP [%] 0− 200 0− 200 0 15 30 50 100 200
Parameter βr χ R
Wert 0,30 1,0 5 · 10−5 1 · 10−4 2 · 10−4 4 · 10−4 7 · 10−4 1 · 10−3
Tabelle 3.5: Hypoplastische Parameter fu¨r die intergranulare Dehnung, ka-
libriert an den Versuchsergebnissen nach [VD91] bei einer mittleren Span-
nung ps = 200 kPa.
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Abbildung 3.20: Bezogener Schubmodul G/G0 in Abha¨ngigkeit von der
Scherdehnungsampitude γ. Berechnungsergebnisse fu¨r den Karlsruher Sand
mit isotropem Anfangsspannungszustand mit ps = 1,0 MPa, e = 0,66 und
dem Anfangswert fu¨r die intergranulare Dehnung ||δ|| = 0. Variation der
Parameter fu¨r die intergranulare Dehnung a) R, b) βr und c) χ.
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Abbildung 3.21: Bezogener Schubmodul G/G0 in Abha¨ngigkeit von der
Scherdehnungsampitude γ. Jeweils blaue Kurven: Berechnungsergebnisse
mit dem hypoplastischen Stoffgesetz fu¨r den Karlsruher Sand mit isotropen
Anfangsspannungszustand mit ps = 1,0 MPa, e = 0,66 und den Parame-
tern fu¨r die intergranulare Dehnung nach Tabelle 3.5. Oberes Diagramm:
Vergleich mit Versuchsergebnissen fu¨r Sande. Unteres Diagramm: Vergleich
mit Bo¨den mit unterschiedlicher Plastizita¨tszahl IP nach [VD91].
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 96 — #102
96 Hypoplastisches Stoffgesetz
Einfluss der Porenzahl e und der Spannung ps
In Abbildung 3.22 werden exemplarisch fu¨r den Karlsruher Sand mit den
hypoplastischen Parametern nach Tabelle 3.3 und den Parametern fu¨r die
intergranulare Dehnung nach Tabelle 3.5 der Einfluss der Porenzahl e und
der Spannung ps auf die Abnahme von G bzw. G/G0 mit γ untersucht.
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Abbildung 3.22: a) und b) Schubmodul G sowie c) und d) bezogener Schub-
modul G/G0 in Abha¨ngigkeit von der Scherdehnung γ. Karlsruher Sand mit
den Parametern fu¨r die intergranulare Dehnung nach Tabelle 3.5. a) und c)
Porenzahl e = 0,66 und Variation der isotropen Anfangsspannung ps = 25,
100 und 400 kPa sowie b) und d) isotrope Anfangsspannung ps = 100 kPa
und Variation der Porenzahl e = 0,53, 0,66 und 0,90.
Erwartungsgema¨ß zeigt die Kurve fu¨r die gro¨ßte isotrope Anfangsspannung
(ps = 400 kPa) in Abbildung 3.22 a) und die Kurve fu¨r die geringste Po-
renzahl (e = 0,53) in Abbildung 3.22 b) eine ho¨here Steifgkeit G gegenu¨ber
den Kurven mit geringerer Spannung ps bzw. gro¨ßerer Porenzahl e.
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Bezieht man die Steifgkeit G auf den Grundwert des Schubmoduls G0
(Abbildung 3.22 c) und d)), kann man jedoch bis zu einer Scherdehnung
γ ≈ 5 · 10−4 keinen nennenswerten Unterschied im Verlauf von G/G0 mit
γ erkennen. Die Spannung ps und die Porenzahl e haben nur geringen Ein-
fluss auf die Abnahme von G/G0 mit γ, die vor allem von den Parametern
fu¨r die intergranulare Dehnung R, βr und χ abha¨ngt.
Dieser geringe Einfluss ist fu¨r die Porenzahl e plausibel und entspricht den
Erfahrungen aus Versuchsergebnissen aus der Literatur, siehe Abschnitt
2.6.2. Bei Betrachtung des Spannungseinflusses zeigen Versuchsergebnisse
aus der Literatur hingegen eine geringere Abnahme von G/G0 mit zuneh-
mendem γ bei Bo¨den mit ho¨herer Spannung ps gegenu¨ber Bo¨den mit ge-
ringerer Spannung ps, wie im Abschnitt 2.6.2 ausfu¨hrlich beschrieben ist.
Ursache dafu¨r ist die Zunahme des Exponenten m = 1 − n fu¨r die Span-
nungsabha¨ngigkeit, der nach Untersuchungen von [ITT78] (siehe Abbildung
2.19) von m0 ≈ 0,50 fu¨r γ ≤ 1 ·10−5 bis m ≈ 0,75 fu¨r γ ≥ 1 ·10−3 zunimmt.
Durch die Annahme eines konstanten Exponenten m0 = 1 − n0 = 0,50 in
den Berechnungen mit dem hypoplastischen Stoffgesetz wird dieser Effekt
jedoch vernachla¨ssigt. Bis zu einer Scherdehnung von γ ≈ 5 ·10−4 sind diese
Unterschiede jedoch vernachla¨ssigbar.
Einfluss des Spannungsverha¨ltnisses K
Im Folgenden wird der Einfluss des Spannungsverha¨ltnisses K unter-
sucht, indem ein Vergleich mit isotropen Anfangsspannungszustand
(K = σ2/σ1 = 1,0) und einem anna¨hernd normalkonsolidierten Anfangs-
spannungszustand (K = 1− sinϕc = 0,50 fu¨r ϕc = 30◦) gefu¨hrt wird.
In Abbildung 3.23 sind dazu exemplarisch fu¨r den Karlsruher Sand mit den
hypoplastischen Parametern nach den Tabellen 3.3 und 3.5 die Abnahme
von G bzw. G/G0 mit zunehmenden γ dargestellt.
Wie schon in Abbildung 3.8 im Abschnitt 3.3.3 gezeigt, ist die Steifigkeit
im hypoplastischem Stoffgesetz bei gleicher mittlerer Spannung ps fu¨r
Spannungsverha¨ltnisse K < 1 gro¨ßer als bei einem isotropen Span-
nungsverha¨ltnis (K = 1). Nach Gleichung (3.41) ergibt sich fu¨r jeweils
undrainierte Bedingungen mit K = 1,0 (isotrop) fu(K) = 1,5, hingegen fu¨r
ϕc = 30◦ und K = 0,5 (etwa normalkonsolidiert) fu(K) ≈ 1,9. Demnach ist
G0 bei K = 0,5 gegenu¨ber G0 bei K = 1,0 um den Faktor 1,9/1,5 ≈ 1,25
gro¨ßer, wie in Abbildung 3.23 a) zu sehen ist.
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Abbildung 3.23: Einfluss von K auf a) den Schubmodul G und b) den
bezogener Schubmodul G/G0 in Abha¨ngigkeit von der Scherdehnung γ.
Karlsruher Sand mit den Parametern fu¨r die intergranulare Dehnung nach
Tabelle 3.5, Porenzahl e = 0,66 und ps = 25, 100 und 400 kPa.
Bezieht man die Steifgkeit G auf den Grundwert des Schubmoduls G0,
siehe Abbildung 3.23 b), stellt man hingegen nur geringe Unterschiede im
Verlauf von G/G0 mit γ fest. Das Spannungsverha¨ltnis K hat also ebenfalls
nur einen geringen Einfluss auf die Abnahme von G/G0 mit γ.
Einfluss unterschiedlicher hypoplastischer Parameter
In Abbildung 3.24 wird der Einfluss verschiedener Sande mit unterschied-
lichen hypoplastischen Parametern nach Tabelle 3.4 auf die Abnahme von
G bzw. G/G0 mit γ untersucht. Wie in Abbildung 3.24 (oben) zu sehen,
zeigen die verschiedenen Sande nur ein gering unterschiedliches Verhalten
hinsichtlich der Abnahme von G mit γ. Das liegt daran, dass die hypo-
plastischen Parameter n0 = 0,50 und hs0 entsprechend Gleichung (3.46) so
gewa¨hlt wurden, dass man mit e = ec0 exakt bzw. mit ed0 ≤ e ≤ ei0 in etwa
G0 nach Gleichung (2.21) erha¨lt. Hingegen ergibt sich bei der Berechnung
ohne intergranulare Dehnung und den Parametern n und hs nach Tabelle
3.4 ein deutlicher Unterschied von ca. Faktor 2 zwischen der gro¨ßten Stei-
figkeit (ca. 13,1 MPa beim Silver-L-B-Sand) und der kleinsten Steifigkeit
(ca. 6,7 MPa beim Toyoura-Sand), siehe Abbildung 3.24 (oben).
Die Kurven in Abbildung 3.24 b) liegen trotz unterschiedlicher hypoplas-
tischer Parameter fast deckungsgleich u¨bereinander. Dadurch wird wieder
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deutlich, dass der Verlauf von G/G0 mit γ nahezu ausschließlich von den
Parametern fu¨r die intergranulare Dehnung abha¨ngig ist.
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Abbildung 3.24: Oben: Schubmo ul G mit und ohne intergranularer Deh-
nung und unten: bezogener Schubmodul G/G0 in Abha¨ngigkeit von der
Scherdehnung γ. Verschiedene Sande mit unterschiedlichen hypoplastischen
Parametern nach Tabelle 3.4, jedoch gleicher Ausgangsporenzahl e = 0,85
und isotropen Anfangsspannungszustand ps = 100 kPa. Parameter fu¨r die
intergranulare Dehnung nach Tabelle 3.5.
Untersuchung unterschiedlicher Parametersa¨tze von hs0 und mR
In Abschnitt 3.3.4 wurde gezeigt, dass die Wahl der unterschiedlichen Pa-
rametersa¨tze hs0 und mR keinen Einfluss auf die Steifigkeit bei sehr kleinen
Dehnungen hat. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich die Wahl un-
terschiedlicher Parametersa¨tze im Bereich kleiner bis mittlerer Dehnungen
auswirkt.
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In Abbildung 3.25 wird exemplarisch fu¨r den Karlsruher Sand mit e = 0,66
und isotropen Anfangsspannungen von ps = 25, 100 und 400 kPa das Bo-
denverhalten mit unterschiedlichen Parametersa¨tzen verglichen.
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2.1 Erfassung der Steifigkeit bei kleinen Dehnungen
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Abbildung 3.25: a) und b) Schubmodul G in Abha¨ngigkeit von γ; c) und d)
Schubspannung τ in Abha¨ngigkeit von γ sowie e) und f) gro¨ßte Hauptspan-
nung σ′1 in Abha¨ngigkeit von der Hauptdehnung ε1. Karlsruher Sand mit
einer Porenzahl e = 0,66 und unterschiedlicher isotroper Anfangsspannung
ps sowie den Parametern fu¨r die intergranulare Dehnung nach Tabelle 3.5
mit hs0 = 748 MPa, n0 = 0,50 und mR = 5 fu¨r a), c) und e) sowie hs0 = 187
MPa, n0 = 0,50 und mR = 10 fu¨r b), d) und f).
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In Abbildung 3.25 a) und b) ist zu sehen, dass die Abnahme von G mit
zunehmender Scherdehnungsamplitude fu¨r alle drei isotropen Anfangs-
spannungen ps = 400, 100 und 25 kPa im gesamten Scherdehnungsbereich
1 · 10−6 ≤ γ ≤ 1 · 10−2 sowohl mit hs0 = 748 MPa, n0 = 0,50 und mR = 5
als auch mit hs0 = 187 MPa, n0 = 0,50 und mR = 10 einen a¨hnlichen
Kurvenverlauf wie fu¨r das hypoplastische Stoffgesetz ohne modifizierten
Kennwerten, jedoch mit variablem mr aufweist. Bei der Berechnung mit
hs0 = 748 MPa, n0 = 0,50 und mR = 5 sind geringe Unterschiede bei
γ ≥ 3 · 10−4 fu¨r alle drei untersuchten Spannungen ps = 400, 100 und
25 kPa sichtbar. Bei der Berechnung mit hs0 = 187 MPa, n0 = 0,50 und
mR = 10 sind hingegen nur fu¨r die Spannung ps = 400 kPa Unterschiede
im Kurvenverlauf erkennbar.
Die Unterschiede werden bei Betrachtung der Schubspannungs-
Scherdehnungsverla¨ufe, siehe Abbildungen 3.25 c) und d) sowie der
Spannungs-Dehnungsverla¨ufe, siehe Abbildungen 3.25 e) und f) etwas
deutlicher, da sich Abweichungen in den Spannungs- und Dehnungsraten
im hypoplastischen Stoffgesetz aufsummieren.
Insgesamt la¨sst sich bei diesen Vergleichen feststellen, dass mit den
modifizierten hypoplastischen Parametern hs0 und n0 und mit einem
konstanten Parameter mR das Bodenverhalten von kleinen bis mittleren
Dehnungen fu¨r den relativ großen untersuchten Spannungsbereich von
ps = 25 kPa bis ps = 400 kPa gut erfasst werden kann.
Einfluss der Berechnungsalgorithmen
Bei der Simulation von Elementversuchen ist die zu Beginn des Abschnitts
3.4.1 beschriebene ”halbanalytische”Berechnung mo¨glich, bei der ausge-
hend von einem Anfangsspannungszustand, einer Ausgangsporenzahl sowie
der Richtung und Gro¨ße der intergranularen Dehnung fu¨r eine vorgegebene
kleine Dehnungsrate die intergranulare Dehnungsrate und anschließend die
Spannungsrate berechnet wird. Um Randwertprobleme lo¨sen zu ko¨nnen,
sind jedoch numerische Berechnungen (in der Regel mit FEM) notwendig.
Es wurde deshalb auch untersucht, wie groß die Dehnungsinkremente ma-
ximal sein du¨rfen, um ausreichend genaue Ergebnisse zu erhalten.
Dazu ist in Abbildung 3.26 ein Vergleich zwischen numerischen Berechnun-
gen mit dem FE-Programm TOCHNOG mit unterschiedlichen Dehnungsra-
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ten sowie mit ”halbanalytischen”Berechnungen dargestellt. Die ”halbanaly-
tische”Berechnung wurde mit einem Dehnungsinkrement von ∆ε = ε˙ ·∆t =
5 ·10−6 und die numerischen Berechnungen mit ∆ε = 1 ·10−6, ∆ε = 5 ·10−6
und ∆ε = 1 · 10−5 gefu¨hrt.
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Abbildung 3.26: a) SchubmodulG und b) Schubspannung τ in Abha¨ngigkeit
von γ. Karlsruher Sand mit isotroper Anfangsspannung ps = 100 kPa und
e = 0,66 sowie den Parametern fu¨r die intergranulare Dehnung nach Tabelle
3.5. Vergleich numerischer Berechnungen mit unterschiedlichen Dehnungs-
raten sowie mit ”halbanalytischer”Berechnung.
Bis zu einer Scherdehnung von γ ≈ 4 · 10−4 sind nur geringe Abweichungen
in den Kurvenverla¨ufen G(γ) und τ(γ) in den Abbildungen 3.26 a) und b)
erkennbar. Ein Dehnungsinkrement von ∆ε = 1 · 10−5 (≡ 0,2 · R) genu¨gt
somit, um das Spannungs-Dehnungsverhalten in diesem Scherdehnungs-
bereich ausreichend genau wiederzugeben. Bei gro¨ßeren Scherdehnungen
γ ≥ 4 · 10−4 und ensprechend ho¨herem Ausnutzungsgrad der Scherfestig-
keit sind hingegen entsprechend geringere Dehnungsinkremente notwendig,
um entsprechend den Untersuchungen nach [FO02] das deutlich nichtlineare
Materialverhalten numerisch ausreichend genau abbilden zu ko¨nnen.
Einfluss des Spannungspfades
Zur Untersuchung des Einflusses der unterschiedlichen Beanspruchungs-
art werden Berechnungen mit o¨dometrischen, drainierten und undrainier-
ten triaxialen Bedingungen gefu¨hrt. Bei isotropem Spannungsverha¨ltnis ist
der Grundwert des Schubmoduls G0 bei allen drei untersuchten Beanspru-
chungsarten gleich groß.
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In Abbildung 3.27 ist ein Vergleich der Abnahme des Schubmoduls G mit
zunehmender Scherdehnungsampitude γ fu¨r die unterschiedlichen Bean-
spruchungsarten exemplarisch fu¨r den Karlsruher Sand mit einer isotropen
Anfangsspannung ps = 100 kPa und einer Porenzahl e = 0,66 dargestellt.
Trotz deutlich unterschiedlicher Spannungspfade nach Abbildung 3.27 b)
ist der Verlauf der Abnahme von G mit γ a¨hnlich. Auch hier wird deut-
lich, dass fu¨r den Verlauf G(γ) vor allem die Parameter der intergranularen
Dehnung R, βr und χ verantwortlich sind.
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Abbildung 3.27: a) Schubmodul G in Abha¨ngigkeit von der Scherdehnung
γ und b) Spannungspfade, Darstellung bis maximal p′ = 200 kPa und
q = 100 kPa. Karlsruher Sand mit isotroper Anfangsspannung ps = 100 kPa
und einer Porenzahl e = 0,66 sowie den Parametern fu¨r die intergranulare
Dehnung nach Tabelle 3.5. Einfluss der Art der Beanspruchung.
3.4.2 Zyklische Beanspruchung
Ausbildung von Hystereseschleifen innerhalb eines Lastzyklus
Bei zyklischer Belastung wechseln sich Be- und Entlastung entsprechend
regelma¨ßig ab, wodurch es zur Ausbildung von Hystereseschleifen kommt.
In Abbildung 3.28 ist fu¨r eine geradlinige Belastungsrichtung qualitativ
der Schubspannungs-Scherdehnungs-Verlauf dargestellt. Darin ist zu sehen,
dass es sowohl bei sehr kleinen Dehnungen (γ ≈ 1 · 10−5), siehe Abbildung
3.28 a), als auch bei kleinen bis mittleren Dehnungen (γ ≈ 1 · 10−4), sie-
he Abbildung 3.28 b) einen pseudoelastischen Bereich mit δ1 : ε˙1 ≤ 0 und
einen hypoplastischen Bereich mit δ1 : ε˙1 > 0 gibt.
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Es wurde die Bezeichnung ”pseudoelastischer Bereich”gewa¨hlt, da sich
auch in diesem Bereich die Steifigkeit aufgrund der Spannungsa¨nderung
geringfu¨gig a¨ndert. Unter Vernachla¨ssigung dieser geringen Steifig-
keitssa¨nderung entspricht im pseudoelastischen Bereich die Steifigkeit G(γ)
der Anfangssteifigkeit G0 bei sehr kleinen Dehnungen.
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Abbildung 3.28: qualitativer Schubspannungs-Scherdehnungs-Verlauf unter
Scherbeanspruchung mit geradliniger Belastungsrichtung bei a) sehr klei-
ner bis kleiner Scherdehnung (γ ≈ 1 · 10−5) und b) kleiner bis mittlerer
Scherdehnung (γ ≈ 1 · 10−4).
Im hypoplastischen Bereich nimmt hingegen die Sekantensteifigkeit ent-
sprechend auf einen Wert G(γ) < G0 ab. Das Bodenverhalten ist damit
stets nichtlinear, auch bei sehr kleinen Dehnungen |δ1| << R. Das zeigt
sich auch in den Ergebnissen zyklischer Versuche, bei denen auch bei sehr
kleinen Dehnungen eine geringe Da¨mpfung von ca. 2% vorhanden ist und
damit hysteretische Energiedissipation stattfindet.
Da die Dehnungsraten im hypoplastischen Bereich (ε˙1 = δ˙1) gro¨ßer als die
Dehnungsraten im pseudoelastischen Bereich (ε˙1 > δ˙1) sind, ist bei Be-
trachtung der Dehnungen der hypoplastische Bereich gro¨ßer als der pseu-
doelastische Bereich. Bei sehr kleinen Dehnungen, siehe Abbildung 3.28 a)
sind die Dehnungsraten im hypoplastischen Bereich nur geringfu¨gig gro¨ßer
als die Dehnungsraten im pseudoelastischen Bereich. Dadurch ist der pseu-
doelastische Bereich nur etwas kleiner als der hypoplastische Bereich. Bei
kleinen bis mittleren Dehnungen, siehe Abbildung 3.28 b) sind hingegen
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die Dehnungsraten im hypoplastischen Bereich deutlich gro¨ßer als die Deh-
nungsraten im pseudoelastischen Bereich. Dadurch ist der pseudoelastische
Bereich deutlich kleiner als der hypoplastische Bereich.
Bei zyklischen Berechnungen mit dem hypoplastischem Stoffgesetz mit in-
tergranularen Dehnungen stellt sich bereits nach geringer Zyklenzahl ein
Gleichgewicht zwischen dem pseudoelastischen Bereich und dem hypoplas-
tischen Bereich ein. Beide Bereiche sind bei Betrachtung der intergranularen
Dehnungen ca. gleich groß, siehe Abbildung 3.29.
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Abbildung 3.29: Entwicklung der intergranularen Dehnung δ1 bei zyklischer
Belastung mit geradliniger Belastungsrichtung. Nach einem Richtungswech-
sel um 180◦ nimmt anfangs die intergranulare Dehnungsrate δ˙1 um den glei-
chen Betrag wie ε˙1 ab (pseudoelastischer Bereich mit δ1 : ε˙1 ≤ 0). Wenn δ1
den Wert 0 u¨berschreitet, nimmt δ˙1 dann nach Gleichung (3.24) ab (hypo-
plastischer Bereich mit δ1 : ε˙1 > 0). Nach einem erneuten Richtungswechsel
wiederholt sich dieser Vorgang analog fu¨r die Entlastung.
Die Schubspannungs-Scherdehnungs-Verla¨ufe in Abbildung 3.28 entspre-
chen qualitativ den Ergebnissen an undrainierten Triaxialversuchen von
[OA07], siehe Abbildung 2.24. Auch dort ist bei sehr kleinen Dehnungen
ein hysteretischer Schubspannungs-Scherdehnungsverlauf mit abnehmender
Steifigkeit bei zunehmendem γ innerhalb eines Zyklus erkennbar.
In RC-Versuchen kann man hingegen diese Hystereseschleifen nicht beob-
achten. Hier erha¨lt man nur einen Sekantenmodul G(γ) entsprechend Ab-
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bildung 3.28 fu¨r eine Laststufe unter Annahme eines linear-elastischen Ma-
terialverhaltens. Dadurch ergibt sich fu¨r jede Laststufe mit einer maximalen
Scherdehnungsamplitude γ einen Sekantenmodul G(γ), der als entsprechen-
der Punkt im γ-G-Diagramm dargestellt werden kann. Durch Verbindung
dieser Punkte ergibt sich eine entsprechende Kurve, die jedoch nicht der Ab-
nahmekurve des Schubmoduls G(γ) innerhalb eines Lastzyklus entspricht.
Bei Berechnungen mit dem hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranularen
Dehnungen erha¨lt man hingegen die komplette Hystereseschleife und damit
einen Kurvenverlauf γ zu G bzw. γ zu G/G0 fu¨r einen Lastzyklus. Diese
sind fu¨r unterschiedliche Laststufen in Abbildung 3.30 als du¨nne Linien
dargestellt. Der sich ergebende Sekantenmodul am Ende einer Laststufe ist
durch ein entsprechendes Kreuz markiert. Die Verbindende dieser Kreuze
liefert quasi den Kurvenverlauf der Abnahme von G(γ) mit γ analog dem
Ergebnis eines RC-Versuches, siehe dicke Linien in Abbildung 3.30.
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Abbildung 3.30: Abnahme von G(γ) mit γ fu¨r Berechnungsergebnisse mit
hypoplastischem Stoffgesetz mit intergranularen Dehnungen. Undrainierter
Triaxialversuch mit isotropen Anfangsspannung ps = 100 kPa und Poren-
zahl e = 0,66 sowie Stoffgesetzparametern nach Tabelle 3.3 und Tabelle
3.5. Berechnung verschiedener Laststufen mit einer jeweiligen maximalen
Scherdehnungsamplitude γ sowie zugeho¨rige Einhu¨llende.
Die berechnete Abnahme von G(γ) mit zunehmender Scherdehnungsampli-
tude γ nach dem hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranularer Dehnung
und den zugeho¨rigen Parametern nach Tabelle 3.5 passen relativ gut mit
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den Messergebnissen fu¨r grobko¨rnigen Bo¨den zusammen und liegen inner-
halb des Bandes nach [SI70], siehe Abbildung 3.31.
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Einhüllende zyklische Berechnung
Abbildung 3.31: Vergleich der Berechnungsergebnisse mit dem hypoplasti-
schen Stoffgesetz mit intergranularer Dehnung und den zugeho¨rigen Para-
metern nach Tabelle 3.5 mit Messergebnissen verschiedener Autoren fu¨r die
Abnahme von G/G0 mit γ.
Ermittlung des Da¨mpfungsgrades D aus der Hystereseschleife
Analog zur Abnahme von G/G0 wurde die Zunahme des Da¨mpfungsgrades
D mit zunehmender Scherdehnungsamplitude γ analysiert. Der
Da¨mpfungsgrad wurde entsprechend Abschnitt 2.8.2 aus dem Verha¨ltnis
der pro Zyklus dissipierten Energie ∆W zur elastischen Speicherenergie
W = γc τc/2 multipliziert mit dem Faktor 1/(4pi) ermittelt. Die Berech-
nungen wurden exemplarisch unter Variation des Parameters ϑ nach den
Gleichungen (3.49) und (3.50) gefu¨hrt.
In Abbildung 3.32 ist der Vergleich der Berechnungsergebnisse mit den in
[SI70] angegebenen Bandbreite und Mittelwerten von Messergebnissen an
Sanden dargestellt.
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Abbildung 3.32: Vergleich der Berechnungsergebnisse mit dem hypoplasti-
schen Stoffgesetz mit intergranularer Dehnung und den zugeho¨rigen Para-
metern nach Tabelle 3.5 mit der von [SI70] angegebenen Bandbreite fu¨r die
Zunahme von D mit γ.
In Abbildung 3.32 ist zu sehen, dass die berechneten Da¨mpfungsgrade
bis zu einer Scherdehnung γ ≈ 2 · 10−4 gut mit den Messergebnis-
sen u¨bereinstimmen, d.h. innerhalb des von Seed & Idriss angegebenen
Bandes liegt. Bei gro¨ßerer Scherdehnung wird die Da¨mpfung rechnerisch
u¨berscha¨tzt. Bei dynamisch beanspruchten Gru¨ndungen, z.B. Maschinen-
fundamenten oder Verkehrserschu¨tterungen, sind die Scherdehnungen je-
doch in der Regel γ ≤ 2 · 10−4, so dass das fu¨r praktische Anwendungen
ausreichend ist.
Insgesamt la¨sst sich feststellen, dass durch die hysteretische Da¨mpfung in
den Berechnungen die Materialda¨mpfung erfasst wird.
Akkumulation der Verformungen bzw. Porenwasserdru¨cke
Bei zyklischen Belastungen sind neben der Abnahme von G(γ) mit γ und
der Beschreibung der Hystereseschleifen fu¨r einen Lastzyklus die Akku-
mulation bleibender Verformungen bei drainierten Verha¨ltnissen bzw. die
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Akkumulation von Porenwasserdru¨cken bei undrainierten Verha¨ltnissen in-
folge mehrerer Lastzyklen von wesentlicher Bedeutung.
Exemplarisch sind in Abbildung 3.33 die akkumulierten Dehnungen fu¨r ei-
ne o¨dometrische Beanspruchung mit isotropem Anfangsspannungszustand
mit ps = 100 kPa und einer Porenzahl e = 0,66 mit dem hypoplastischen
Stoffgesetz mit intergranularen Dehnungen sowie den Stoffgesetzparame-
tern nach Tabelle 3.3 und Tabelle 3.5 dargestellt.
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Abbildung 3.33: Spannungs-Dehnungsverlauf mit akkumulierenden bleiben-
den Dehnungen mit dem hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranularer
Dehnung und den zugeho¨rigen Parametern nach Tabelle 3.5.
In Abbildung 3.33 ist zu sehen, dass es zu einer deutlichen Akkumulation
von bleibenden Verformungen kommt, obwohl die maximale Scherdehnung
innerhalb eines Zyklus mit γ = 1 ·10−4 unterhalb der volumetrischen Scher-
dehnungsgrenze γ ≤ γtv entsprechend Abbildung 2.27 liegt.
Ursache dafu¨r ist der Term ρχN||D|| in Gleichung 3.26 im Bereich δ1 : ε˙1 >
0. Dieser Term fu¨hrt zu einer entsprechend ho¨heren Steifigkeit im hy-
poplastischen Bereich bei Entlastung gegenu¨ber Belastung, wie in Ab-
bildung 3.34 dargestellt ist. Dadurch werden die Hystereseschleifen im
Spannungs-Dehnungsverlauf nicht geschlossen und infolge zyklischer Be-
anspruchung akkumulieren sich schnell bleibende Verformungen bzw. Po-
renwasserdru¨cke. Diese Akkumulation ist umso gro¨ßer, je ho¨her der Aus-
nutzungsgrad der intergranularen Dehnung ρ ist.
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Abbildung 3.34: Qualitativer Verlauf der Steifigkeit infolge eines Lastzyklus
mit Be- und Entlastung.
Je gro¨ßer der Exponent χ im Term ρχN||D|| in Gleichung 3.26 ist, desto
kleiner wird dieser Term fu¨r ρ << 1 und damit die sich akkumulieren-
den bleibenden Verformungen. Der Exponent χ ist jedoch auch fu¨r die
Steuerung der Abnahme von G(γ) mit zunehmenden γ entsprechend Ab-
schnitt 3.4.1 zusta¨ndig und betra¨gt fu¨r viele Bo¨den χ ≈ 1. Aus diesem
Grund ist es notwenig und sinnvoll, einen neuen Parameter ϑ einzufu¨hren,
der in Abha¨ngigkeit von experimentell bestimmten bleibenden Verformun-
gen bzw. Porenwasserdru¨cken infolge zyklischer Belastung gewa¨hlt werden
sollte. Mit diesem Parameter ϑ ergibt sich ein entsprechend modifiziertes
hypoplastisches Stoffgesetz mit intergranularen Dehnungen:
M = [ρχmT + (1− ρχ)mR]L+
{
ρχ(1−mT )L : δˆδˆ + ρϑNδˆ fu¨r δ : D > 0 ,
ρχ(mR −mT )L : δˆδˆ fu¨r δ : D ≤ 0 .
(3.47)
Fu¨r geradlinige Belastungsrichtung kann es nur eine Richtungsa¨nderung
um 180◦ geben, wodurch der Term mit mT entfa¨llt. Dadurch vereinfacht
sich Gleichung (3.47) wie folgt:
◦
T=M : D =
{
[(1− ρχ)mR + ρχ]L : D + ρϑN||D|| fu¨r δ : D > 0 ,
mRL : D fu¨r δ : D ≤ 0 .
(3.48)
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Fu¨r kleine bis mittlere Scherdehnungen γ ≤ γtv ergibt sich bei großem
ϑ >> χ deutlich geringere Akkumulationen von bleibende Verformungen
bzw. Porenwasserdru¨cken als im hypoplastischen Stoffgesetz ohne Modi-
fizierung mit ϑ = χ. Bei großen Dehnungen bzw. voller Ausnutzung der
intergranularen Dehnung (ρ = 1) ergibt sich hingegen kein Unterschied im
hypoplastischen Stoffgesetz mit und ohne Modifizierung, da fu¨r diesen Fall
der Term in Gleichung (3.48) ρϑN||D|| = N||D|| unabha¨ngig von ϑ wird.
In Abbildung 3.35 ist ein qualitativer Vergleich der Steifigkeitsentwicklung
mit Modifizierung (ϑ >> χ) und ohne Modifizierung (ϑ = χ) des hypoplas-
tischen Stoffgesetzes mit intergranularer Dehnung entsprechend Gleichung
(3.48) dargestellt.
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Abbildung 3.35: qualitativer Verlauf der Steifigkeit infolge eines Lastzyklus
mit Be- und Entlastung mit und ohne Modifizierung des hypoplastischen
Stoffgesetzes mit intergranularer Dehnung entsprechend Gleichung (3.48).
Die Steifigkeit ist im Stoffgesetz mit Modifizierung (ϑ >> χ) im hypoplas-
tischen Bereich (δ : D > 0) bei Belastung etwas gro¨ßer und bei Entlastung
etwas kleiner als im Stoffgesetz ohne Modifizierung (ϑ = χ). Bei vollem Aus-
nutzungsgrad der intergranularen Dehnung (ρ = 1), d.h. jeweils am Ende
der Belastung und der Entlastung sind hingegen die Steifigkeiten wieder
rein hypoplastisch und betragen vereinfachend bei Belastung L − N und
bei Entlastung L+N .
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Dadurch ergibt sich bei monotoner Belastung auch nur ein geringer Un-
terschied in der Abnahme von G bzw. G/G0 mit zunehmenden γ, wie in
Abbildung 3.36 zu sehen ist. Fu¨r die Abnahme von G bzw. G/G0 mit zuneh-
menden γ sind vor allem die Parameter R, βr und χ entsprechend Abschnitt
3.4.1 entscheidend, der Parameter ϑ hat darauf nur einen geringen Einfluss.
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Abbildung 3.36: Abnahme von G/G0 mit zunehmenden γ fu¨r undrainierte
triaxiale Bedingungen mit isotroper Anfangsspannung mit ps = 100 kPa,
einer Porenzahl e = 0,66 und den Stoffgesetzparametern nach den Tabellen
3.3 und 3.5.
Da es sich jedoch bei dem hypoplastischen Stoffgesetz um ein Ratengesetz
handelt, akkumulieren sich diese kleinen Differenzen zu gro¨ßeren Unter-
schieden im Scherdehnungs-Schubspannungs-Verlauf, siehe Abbildung 3.37.
In Abbildung 3.37 ist zu sehen, dass es bei monotoner Belastung bis zu
einer Scherdehnung von γ ≈ 3 · 10−4 zu keinem nennenswerten Unter-
schied im Scherdehnungs-Schubspannungs-Verlauf mit und ohne Modifizie-
rung des hypoplastischen Stoffgesetzes kommt. Ab einer Scherdehnung von
γ ≈ 1 · 10−3, ab der der Ausnutzungsgrad der intergranularen Dehnung
ρ ≈ 1 betra¨gt, verlaufen die Schubspannungen des hypoplastischen Stoffge-
setzes mit und ohne Modifizierung anna¨hernd parallel und die Unterschiede
in der Gro¨ße der maximalen Schubspannungen sind nicht signifikant.
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Abbildung 3.37: Scherdehnungs-Schubspannungs-Verlauf fu¨r undrainierte
triaxiale Bedingungen mit isotroper Anfangsspannung mit ps = 100 kPa,
einer Porenzahl e = 0,66 und den Stoffgesetzparametern nach den Tabellen
3.3 und 3.5, links: lineare Darstellung, rechts: logarithmische Darstellung.
Der Einfluss des Parameters ϑ ist hingegen bei zyklischer Beanspruchung
sehr wesentlich, wie in den folgenden beiden Abschnitten anhand der Akku-
mulation bleibender Verformungen bzw. Porenwasserdru¨cken gezeigt wird.
Akkumulation bleibender Verformungen bei o¨dometrischen
Randbedingungen
Bei o¨dometrischen Randbedingungen werden die Spannungsraten σ˙1 in
Richtung der Dehnung ε1 und die Spannungsraten σ˙2 = σ˙3 mit den Deh-
nungen ε2 = ε3 = 0 nach den Gleichungen (3.49) und (3.50) betrachtet.
Die Entwicklungsgleichung fu¨r die intergranulare Dehnung ergibt sich nach
Gleichung (3.24). Es gilt:
σ˙1 =
{
[(1− ρχ)mR + ρχ] l1 ε˙1 + ρϑ n1 |ε˙1| fu¨r δ1 : ε˙1 > 0 und
mR l1 ε˙1 fu¨r δ1 : ε˙1 ≤ 0 .
(3.49)
σ˙2 = σ˙3 =
{
[(1− ρχ)mR + ρχ] l2 ε˙1 + ρϑ n2 |ε˙1| fu¨r δ1 : ε˙1 > 0 und
mR l2 ε˙1 fu¨r δ1 : ε˙1 ≤ 0 .
(3.50)
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und mR Erho¨hungsfaktor fu¨r einen Richtungswechsel um 180◦,
βr, χ Exponenten zur Interpolation der Steifigkeitsabnahme
mit zunehmender Dehnung und
ϑ Exponent zur Beru¨cksichtigung der Akkumulation von
Verformungen bzw. PWD infolge zyklischer Belastung.
Die Herleitung der Gleichungen fu¨r eindimensionale Beanspruchung (mit
ε2 = ε3 = 0) aus der allgemeinen Formulierung des hypoplastischen Stoff-
gesetzes mit intergranularen Dehnungen ohne Modifizierung (mit ϑ = χ)
sind in [Kel04] angegeben.
Exemplarisch ist in Abbildung 3.38 ein Vergleich der Berechnungen mit
dem hypoplastischen Stoffgesetz ohne Modifizierung (ϑ = χ = 1) und mit
Modifizierung (ϑ = 10) fu¨r o¨dometrische Bedingungen mit einer Dehnungs-
amplitude von ε1 = 1 · 10−4 bzw. einer Spannungsamplitude von 36 kPa
innerhalb von zehn Zyklen dargestellt.
Im hypoplastischen Stoffgesetz mit Modifizierung (ϑ = 10), siehe Abbil-
dung 3.38 b), d) und f) sind die A¨nderungen im Spannungspfad und die
sich akkumuliernden bleibenden Verformungen deutlich niedriger als ohne
Modifizierung (ϑ = χ = 1), siehe Abbildung 3.38 a), c) und e). Da die
innerhalb eines Zyklus einwirkenden Scherdehnungen ε1 = γ = 1 · 10−4
nach Abbildung 2.27 unterhalb der volumetrischen Scherdehnungsgrenze
γ ≤ γtv liegen, sind keine messbaren bleibenden Verformungen zu erwar-
ten. Das entspricht qualitativ den Berechnungsergebnissen mit Modifizie-
rung (ϑ = 10).
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Abbildung 3.38: Vergleich der Berechnungen fu¨r o¨dometrische Bedingungen
mit isotroper Anfangsspannung mit ps = 100 kPa, einer Porenzahl e =
0,66 und den Stoffgesetzparametern nach den Tabellen 3.3 und 3.5 fu¨r eine
zyklische Scherdehnung von γ = 1 ·10−4. a), c) und e) ohne Modifizierung
(ϑ = χ = 1) sowie b), d) und f) mit Modifizierung (ϑ = 10).
Der Einfluss des Parameters ϑ auf die akkumulierten Dehnungen ist in
Abbildung 3.39 dargestellt. Je gro¨ßer der Parameter ϑ, desto geringer sind
die akkumulierten Dehnungen bei gleichem γ. Besonders deutlich wird das
im Bereich der Scherdehnungen 1 · 10−4 ≤ γ ≤ 1 · 10−3.
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Abbildung 3.39: Einfluss des Parameters ϑ auf die Akkumulation bleibender
Dehnungen Σεvc infolge 10 Zyklen in Abha¨ngigkeit von γ fu¨r o¨dometrische
Bedingungen mit isotroper Anfangsspannung mit ps = 100 kPa, Porenzahl
e = 0,66 und den Stoffgesetzparametern nach den Tabellen 3.3 und 3.5.
Anhand von ermittelten bleibenden Verformungen in drainierten zyklischen
Einfachscher- oder Triaxialversuchen kann der Parameter ϑ bestimmt wer-
den. Exemplarisch wurden hierfu¨r die Ergebnisse von zyklischen Einfach-
scherversuchen infolge 10 Zyklen bei trockenem, enggestuften Quarzsand
SE mit e = 0,77, emin = 0,64, emax = 0,97 und damit einer bezogenen
Lagerungsdichte mit ID = (emax − e)/(emax − emin) = 0,60 (mitteldichte
Lagerung) und ps ≈ 100 kPa nach [SS71a] herangezogen.
In Abbildung 3.40 ist ein Vergleich der Berechnungsergebnisse mit den
Stoffgesetzparametern nach Tabelle 3.4 und Tabelle 3.5 sowie ebenfalls mit
ps = 100 kPa und e = 0,777 bzw. Dr = 0,60 mit den Versuchsergebnissen
nach [SS71a] fu¨r γ < 5 · 10−4 dargestellt.
Mit dem Parameter ϑ ≈ 10 gibt es fu¨r die Scherdehnungsamplituden
γ < 5 · 10−4 eine gute U¨bereinstimmung mit den Versuchsergebnissen. Mit
ϑ = χ = 1 wu¨rde man hingegen zu große bleibende Dehnungen erhalten.
Fu¨r Scherdehnungsamplituden γ > 5 · 10−4 betra¨gt der Ausnutzungsgrad
der intergranularen Dehnungen ρ ≈ 1, so dass der Faktor ρϑ ≈ 1 betra¨gt
und damit der Exponent ϑ kaum Einfluss hat.
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Abbildung 3.40: Einfluss des Parameters ϑ auf die Akkumulation bleibender
Dehnungen Σεvc infolge 10 Zyklen in Abha¨ngigkeit von γ und Vergleich mit
den Versuchsergebnissen von [SS71a].
Akkumulation von Porenwasserdru¨cken bei undrainierten Bedin-
gungen
Bei undrainierten triaxialen Bedingungen bleibt das Volumen konstant
und die Dehnungsraten ergeben sich zu ε˙2 = ε˙3 = −ε˙1/2. Ebenso betragen
die intergranularen Dehnungsraten δ˙2 = δ˙3 = −δ˙1/2. Gleiches gilt fu¨r
die sich akkumulierenden Dehnungen und intergranularen Dehnungen.
Dadurch la¨sst sich der dreidimensionale Spannungs-Dehnungszustand wie
bei o¨dometrischen Randbedingungen auf ein eindimensionales Problem
zuru¨ckfu¨hren.
Die Spannungsraten σ˙1 und σ˙2 = σ˙3 ergeben sich deshalb analog den
Gleichungen (3.49) bzw. (3.50) und die Entwicklungsgleichung fu¨r die
intergranulare Dehnung nach Gleichung (3.24). Fu¨r die undrainierten
Bedingungen sind jedoch ρ, l1, n1, l2 und n2 nach Gleichung (3.52)
(anstatt nach Gleichung 3.51 fu¨r o¨dometrische Randbedingungen) zu
ermitteln.
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Exemplarisch ist in Abbildung 3.41 ein Vergleich der Berechnungen mit
dem hypoplastischen Stoffgesetz ohne Modifizierung (ϑ = χ = 1) und mit
Modifizierung (ϑ = 10) fu¨r undrainierte Bedingungen und einer Scherdeh-
nungsamplitude γ = ε1 − ε3 = 1,5 · ε1 = 1 · 10−4 bzw. einer Spannungsam-
plitude von ca. 12 kPa innerhalb von zehn Zyklen dargestellt.
Im hypoplastischen Stoffgesetz mit Modifizierung (ϑ = 10), siehe Abbil-
dung 3.41 b), d) und f) sind die A¨nderungen im Spannungspfad und die
sich akkumuliernden Porenwasserdru¨cke (PWD) deutlich niedriger als oh-
ne Modifizierung (ϑ = χ = 1), siehe Abbildung 3.41 a), c) und e). Da die
innerhalb eines Zyklus einwirkenden Scherdehnungen γ = 1 ·10−4 nach Ab-
bildung 2.27 unterhalb der volumetrischen Scherdehnungsgrenze γ ≤ γtv
liegen, sind keine messbaren akkumuliernden PWD zu erwarten. Das ent-
spricht qualitativ den Berechnungsergebnissen mit Modifizierung (ϑ = 10).
Bei gro¨ßeren Spannungsamplituden kann es zu einer deutlichen Akkumu-
lation von PWD bis zur Bodenverflu¨ssigung kommen. Exemplarisch ist in
Abbildung 3.42 ein Vergleich der Berechnungen mit dem hypoplastischen
Stoffgesetz ohne Modifizierung (ϑ = χ = 1) und mit Modifizierung (ϑ = 10)
fu¨r undrainierte Bedingungen und mit einer zyklischen Deviatorspannung
von q = 40 kPa (q/p = 0,40) dargestellt. Im ersten Zyklus ergibt sich eine
Scherdehnungsamplitude γ ≈ 4 · 10−4.
Durch die zyklische Beanspruchung nehmen die mittleren effektiven Span-
nungen p′ ab (siehe Abbildung 3.42 a) und b)), die Dehnungsraten innerhalb
eines Zyklus’ zu (siehe Abbildung 3.42 c) und d)) und der PWD bzw. der
auf die isotrope Anfangsspannung p′ bezogene PWD ebenfalls zu (siehe
Abbildung 3.42 e) und f)).
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 119 — #125
3.4 Bereich mit kleinen bis mittleren Dehnungen 119
a) b)
0
5
10
15
20
-120-100-80-60-40-200
p' [kPa]
q  
=  
I σ '
1 -
 σ '
2I  
[ k
P a
]
0
5
10
15
20
-120-100-80-60-40-200
p' [kPa]
q  
=  
I σ '
1 -
 σ '
2I  
[ k
P a
]
c) d)
-10
-8
-6
-4
-2
0
-1,2E-04-8,0E-05-4,0E-050,0E+00
γ = ε1 - ε3 [-]
τ  =
 ( σ
' 1 
-  σ
' 3)
 /  
2  
[ k
P a
]
-10
-8
-6
-4
-2
0
-1,2E-04-8,0E-05-4,0E-050,0E+00
γ = ε1 - ε3 [-]
τ  =
 ( σ
' 1 
-  σ
' 3)
 /  
2  
[ k
P a
]
e) f)
-10
-8
-6
-4
-2
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zyklen N [-]
P W
D
 [ k
P a
]
-10
-8
-6
-4
-2
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zyklen N [-]
P W
D
 [ k
P a
]
Abbildung 3.41: Vergleich der Berechnungen fu¨r undrainierte Bedingungen
mit isotroper Anfangsspannung mit p′ = 100 kPa, Porenzahl e = 0,66 und
den Stoffgesetzparametern nach den Tabellen 3.3 und 3.5 fu¨r eine Scher-
dehnungsamplitude von γ = 1 · 10−4. a), c) und e) ohne Modifizierung
(ϑ = χ = 1) sowie b), d) und f) mit Modifizierung (ϑ = 10).
Beim hypoplastischen Stoffgesetz ohne Modifizierung (ϑ = χ = 1) tritt
nach nur 7 Zyklen ein verflu¨ssigungsa¨hnlicher Zustand ein, wie in der Aus-
bildung der Schleife im p′ − q Diagramm in Abbildung 3.42 a), den großen
Scherdehnungen in Abbildung 3.42 c) und dem großen Verha¨ltnis PWD/p′
in Abbildung 3.42 e) erkennbar ist. Beim hypoplastischen Stoffgesetz mit
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Modifizierung (ϑ = 10) kommt es innerhalb der ersten Zyklen hingegen
nur zu einer geringen Abnahme von p′ und einem geringen Anstieg des
PWD bei relativ geringen Scherdehnungsamplituden γ. Erst bei gro¨ßerer
Zyklenzahl kommt es zu einer deutlichen Reduzierung von p′ sowie einem
deutlichen Anstieg des PWD und von γ. Nach 70 Zyklen tritt ein ver-
flu¨ssigungsa¨hnlicher Zustand auf, siehe Abbildung 3.42 b), d) und f).
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Abbildung 3.42: Vergleich der Berechnungen fu¨r undrainierte Bedingungen
mit isotroper Anfangsspannung mit p′ = 100 kPa, Porenzahl e = 0,66 und
den Stoffgesetzparametern nach den Tabellen 3.3 und 3.5 fu¨r eine zyklische
Deviatorspannung von 40 kPa. a), c) und e) ohne Modifizierung (ϑ = χ =
1) sowie b), d) und f) mit Modifizierung (ϑ = 10).
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Bei noch gro¨ßeren Beanspruchungen, z.B. q = 50 kPa (q/p′ = 0,50) (Scher-
dehnungsamplitude im ersten Zyklus γ ≈ 1·10−3) tritt Verflu¨ssigung bereits
nach 3 Zyklen (ohne Modifizierung) bzw. nach 5 Zyklen (mit Modifizierung)
auf, siehe Abbildung 3.43.
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Abbildung 3.43: Vergleich der Berechnungen fu¨r undrainierte Bedingungen
mit isotroper Anfangsspannung mit p′ = 100 kPa, Porenzahl e = 0,66 und
den Stoffgesetzparametern nach den Tabellen 3.3 und 3.5 fu¨r eine zyklische
Deviatorspannung von 50 kPa. a) und c) ohne Modifizierung (ϑ = χ = 1)
sowie b) und d) mit Modifizierung (ϑ = 10).
Die Unterschiede zwischen den Berechnungen mit Modifizierung (ϑ = 10)
und ohne Modifizierung (ϑ = χ = 1) sind in Abbildung 3.43 kleiner, da
aufgrund der großen Scherdehnungen der Ausnutzungsgrad der intergra-
nularen Dehnungen ρ ≈ 1 und der Faktor ρϑ ≈ 1 und damit der Einfluss
des Exponenten ϑ relativ gering wird.
Der Einfluss des Parameters ϑ auf die sich akkumulierenden Porenwasser-
dru¨cke ist in Abbildung 3.44 dargestellt. Je gro¨ßer ϑ, desto geringer sind
die sich akkumulierenden Porenwasserdru¨cke bei gleichem γ. Besonders
deutlich wird das im Bereich der Scherdehnungen 1 · 10−4 ≤ γ ≤ 1 · 10−3.
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Abbildung 3.44: Einfluss des Parameters ϑ auf die Akkumulation von Po-
renwasserdru¨cken infolge 10 Zyklen in Abha¨ngigkeit von der Scherdeh-
nungsamplitude γ fu¨r undrainierte Bedingungen (isotroper Anfangsspan-
nungszustand mit p′ = 100 kPa und Porenzahl e = 0,66 sowie Stoffgesetz-
parameter nach Tabelle 3.3 und Tabelle 3.5.
In undrainierten zyklischen Einfachscher- oder Triaxialversuchen kann der
Parameter ϑ aus den sich akkumulierenden Porenwasserdru¨cken bestimmt
werden. Exemplarisch wurden hierfu¨r die Ergebnisse von dehnungsgesteuer-
ten zyklischen Triaxialversuchen an einem gesa¨ttigten, enggestuften Quarz-
sand SE mit e = 0,77, emin = 0,64, emax = 0,97 und damit ID = 0,60 und
ps ≈ 100 kPa nach [DLY+82], am Monterey No. 0 Sand mit ID = 0,45−0,80,
im Mittel ca. ID ≈ 0,60 und ps ≈ 100 kPa nach [DSLY81] sowie an 7 un-
terschiedlichen Sanden mit Dichten von ID = 0,20 − 0,80, im Mittel ca.
ID ≈ 0,50 und isotropen Anfangsspannungen von ps = 25 − 200 kPa, im
Mittel ps ≈ 100 kPa nach [Dob85] jeweils infolge 10 Zyklen herangezogen.
In Abbildung 3.45 ist ein Vergleich der Berechnungsergebnisse mit den
Stoffgesetzparametern nach Tabelle 3.4 und Tabelle 3.5 sowie ebenfalls mit
p′ = 100 kPa und Dr = 0,60 mit den Versuchsergebnissen nach [DSLY81],
[DLY+82] und [Dob85] fu¨r γ < 5 · 10−4 dargestellt.
Mit dem Parameter ϑ ≈ 10 gibt es fu¨r die Scherdehnungsamplituden
γ < 5 · 10−4 eine relativ gute U¨bereinstimmung mit den Versuchsergeb-
nissen fu¨r den gesa¨ttigten, enggestuften Quarzsand aus [DLY+82] und dem
Monterey No. 0 Sand aus [DLY+82].
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Abbildung 3.45: Einfluss des Parameters ϑ auf die Akkumulation von Po-
renwasserdru¨cken infolge 10 Zyklen in Abha¨ngigkeit von γ und Vergleich
mit den Versuchsergebnissen von [Dob85].
Fu¨r die Mittelwerte der 7 verschiedenen Sande aus [Dob85] wu¨rde man hin-
gegen mit dem Parameter ϑ ≈ 5 eine bessere U¨bereinstimmung bekommen.
Dabei ist der Einfluss der Porenzahl gering, da bei gleicher Spannung p′ bei
lockerer Lagerung zwar der Porenwasserdruck ho¨her als bei dichter Lage-
rung ist, gleichzeitig jedoch aber auch die eingetragene Scherdehnung ho¨her
ist. Mit ϑ = χ = 1 wu¨rde man hingegen wesentlich gro¨ßere akkumulierende
Porenwasserdru¨cke als in den Versuchsergebnissen erhalten.
Fu¨r Scherdehnungen γ > 5 · 10−4 betra¨gt der Ausnutzungsgrad der inter-
granularen Dehnungen ρ ≈ 1, so dass der Faktor ρϑ ≈ 1 und damit der
Einfluss des Exponenten ϑ relativ gering wird.
3.5 Vergleich der Ergebnisse mit dem HS-Small-
Modell
Mit dem von Benz [Ben07] entwickelten und im FE-Programm Plaxis ab
der Version 9.0 [Bri08] implementierten Stoffgesetz ”Hardening Soil with
small strain stiffness”(HS-Small) kann die Abnahme der Steifigkeit mit zu-
nehmender Scherdehnung γ ebenfalls erfasst werden. Zur Beschreibung die-
ses Verhaltens sind die Eingabeparameter G0 und γ0.7 sowie die interne
Variable γhist zur Beru¨cksichtigung der Dehnungsgeschichte erforderlich.
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Demnach entsprechen die Parameter G0 dem Schubmodul bei sehr klei-
nen Dehnungen nach Abschnitt 2.5 und γ0.7 der Scherdehnung, bei der das
Verha¨ltnis G/G0 ≈ 0,7 betra¨gt.
Zur Beschreibung der Abahme von G(γ)/G0 wird die Beziehung von [SC01]
nach Gleichung (3.53) verwendet. Diese Beziehung entstand auf Grundla-
ge der bekannten Schubspannungs-Scherdehnungs-Beziehung von Hardin &
Drnevich [HD72a], in der die hyperbolische Abnahme des Schubmoduls in
Abha¨ngigkeit von der Referenzscherdehnung γr = τmax/G0 auf Basis von
RC-Versuchen abgleitet wurde, siehe Abschnitt 2.6.
G(γ)
G0
=
1
1 + 0,385 · |γ|/γ0.7 (3.53)
Im Folgenden werden die Berechnungsergebnisse von Elementversuchen mit
o¨dometrischen sowie undrainierten triaxialen Randbedingungen miteinan-
der verglichen. Dazu werden die hypoplastischen Parameter mit intergranu-
larer Dehnung fu¨r den Karlsruher Sand nach den Tabellen 3.3 und 3.5, der
Parameter ϑ = 10, die isotrope Anfangsspannung p′ = 100 kPa und die Po-
renzahl e = 0,66 verwendet. Die gewa¨hlten Parameter fu¨r die Berechnungen
mit dem HS-Small-Modell sind in Tabelle 3.6 zusammengestellt.
ϕ ψ c′ G0 γ0.7 E
ref
50 E
ref
oed E
ref
ur pref m νur K
nc
0 Rf
◦ ◦ kPa MPa - MPa MPa MPa kPa - - - -
30 0 1,0 100 1 · 10−4 30 30 75 100 0,50 0,30 0,50 0,90
Tabelle 3.6: Parameter fu¨r die Berechnungen mit dem HS-Small-Modell.
Zur Erzielung einer isotropen Anfangsspannung p′ = 100 kPa wurde bei
den Berechnungen mit o¨dometrischen Randbedingungen eine Vorbelas-
tungsspannung σ′1,c ≈ 800 kPa und damit σ′2,c = Knc0 · σ′1,c ≈ 400 kPa
aufgebracht. Durch die Entlastung um ∆σ′1 = 700 kPa auf σ′1 = 100 kPa
erha¨lt man aufgrund des gewa¨hlten Parameters νur = 0,30 und damit
Kur = νur/(1 − νur) = 3/7 eine Entlastung um ∆σ′2 ≈ 300 kPa auf
σ′2 ≈ 100 kPa.
Bei den undrainierten triaxialen Randbedingungen wurde eine isotrope
Anfangsspannung p′ = 100 kPa drainiert aufgebracht. Danach erfolgte
eine undrainierte Vorbelastung auf σ1 = 150 kPa und Entlastung auf
σ1 = 100 kPa bei jeweils konstanter totaler Horizontalspannung σ2 = 100
kPa. Danach wurde eine Konsolidierung bis auf einen Porenwasserdruck
|PWD| < 0,01 kPa durchgefu¨hrt, wodurch man σ′1 ≈ σ′2 ≈ 100 kPa erha¨lt.
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Die Anfangsbedingungen bei den hypoplastischen Berechnungen wurden
mit e = 0,66, σ1 = σ2 = 100 kPa sowie dem Startwert der intergranularen
Dehnung δ1 ≈ R = 5 · 10−5 bei o¨dometrischen Randbedingungen sowie
δ1 ≈ 4,0 · 10−5 und δ2 ≈ −2,0 · 10−5 bei undrainierten triaxialen Randbe-
dingungen, wie sie sich nach Entlastung mit der zyklischen Lastamplitude
ergeben, gewa¨hlt.
Exemplarisch sind in den Abbildungen 3.46 und 3.47 Vergleiche der Berech-
nungen mit dem hypoplastischen Stoffgesetz und mit dem HS-Small-Modell
fu¨r o¨dometrische Bedingungen mit einer zyklischen Spannungsamplitude
von ∆σ′1 = 90 kPa und fu¨r undrainierte Bedingungen mit einer zyklischen
Deviatorspannung von ∆ q = 50 kPa dargestellt. Bei diesen Spannungs-
amplituden zeigen Versuchsergebnisse fu¨r Sande (siehe Abbildungen 2.25,
3.40 und 3.45) eine deutliche Akkumulation bleibender Verformungen bzw.
Porenwasserdru¨cke.
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Abbildung 3.46: Vergleich der Berechnungen fu¨r o¨dometrische Bedingungen
mit einer zyklischen Spannungsamplitude von ∆σ1 = 90 kPa innerhalb von
zehn Zyklen; a), c) mit hypoplastischen Stoffgesetz und b), d) mit dem HS-
Small-Modell.
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Abbildung 3.47: Vergleich der Berechnungen fu¨r undrainierte triaxiale Be-
dingungen mit einer zyklischen Deviatorspannung von ∆ q = 50 kPa inner-
halb von drei Zyklen; a), c) mit hypoplastischen Stoffgesetz und b), d) mit
dem HS-Small-Modell.
Mit dem HS-Small-Modell kann die Ausbildung von Hystereseschleifen auf-
grund der Abnahme der Steifigkeit mit zunehmender Dehnung sowie die
hohe Anfangssteifigkeit nach einem Richtungswechsel gut wiedergegeben
werden. Man erha¨lt jedoch nur infolge der ersten Be- und Entlastung ei-
ne Zunahme von Dehnungen bzw. Porenwasserdru¨cken. Die Spannungs-
Dehnungs-Kurven fu¨r die einzelnen Zyklen verlaufen in einer geschlossenen
Hystereseschleife. Auch im Spannungspfad in Abbildung 3.46 b) ist keine
A¨nderung nach einem vollen Zyklus erkennbar, nach jeweiliger Entlastung
erha¨lt man immer wieder σ′1 = σ′2 = 100 kPa. Aufgrund der konstanten
Querdehnzahl νur kann außerdem der unterproportionale Abbau der Ho-
rizontalspannungen bei gro¨ßerer Entlastung, wie man ihn u¨blicherweise in
O¨dometerversuchen erha¨lt [KH08], nicht wiedergegeben werden.
Berechnungen zur Akkumulation bleibender Dehnungen bzw. Porenwasser-
dru¨cke infolge zyklischer Belastung sind folglich mit dem HS-Small-Modell
nicht mo¨glich.
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3.6 Zusammenfassung und Wertung der Ergeb-
nisse
- Mit dem hypoplastischen Stoffgesetz in der Version nach von Wolf-
fersdorff [vW97] einschließlich der Erweiterung mit intergranularen
Dehnungen nach Niemunis & Herle [NH97] kann das Bodenverhalten
bei kleinen Dehnungen bei geeigneter Wahl der hypoplastischen Pa-
rameter und der Parameter fu¨r die intergranulare Dehnung qualitativ
gut erfasst werden.
- Im Vergleich zum Bodenverhalten bei großen Dehnungen ist bei klei-
nen Dehnungen einerseits die Steifigkeit deutlich ho¨her und anderer-
seits ihre Spannungsabha¨ngigkeit niedriger (siehe Abschnitt 2.5.3).
Im hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranularen Dehnungen kann
jedoch nur ein konstanter Exponent fu¨r die Spannungsabha¨ngigkeit
der Steifigkeit und Multiplikatoren mR und mT fu¨r die Steifigkeiten
bei kleinen Dehnungen nach einem Richtungswechsel gewa¨hlt werden.
- Durch die Wahl des Exponenten m0 = 1 − n0 = 0,50 und ent-
sprechend modifizierter Granulatha¨rte hs0 gegenu¨ber den hypoplas-
tischen Parametern n und hs bei großen Dehnungen kann bis zu ei-
ner Scherdehnung von γ ≈ 5 · 10−4 die spannungs- und dehnungs-
abha¨ngige Steifigkeit unter Verwendung der Parameter mR und mT
wirklichkeitsnah wiedergegeben werden. Bei gro¨ßeren Scherdehnun-
gen γ ≥ 5 · 10−4 wa¨chst hingegen der Exponent fu¨r die Spannungs-
abha¨ngigkeit deutlich an und die Annahme eines konstanten Expo-
nenten m0 = 1− n0 = 0,50 ist nicht mehr zutreffend.
- Die Abnahme der Steifigkeit G mit zunehmender Scherdehnungsam-
plitude kann durch die Wahl der Parameter βr = 0,30, χ = 1,0 und
R in Abha¨ngigkeit von der Scherdehnung γ0.8, bei der das Verha¨ltnis
G/G0 = 0,8 betra¨gt, erfasst werden. Fu¨r Sande betra¨gt R ≈ 5 · 10−5
und fu¨r Bo¨den mit hoher Plastizita¨t und damit ho¨herem γ0.8 ist R
entsprechend gro¨ßer.
- Fu¨r die realistische Erfassung der Akkumulation von Dehnungen bei
drainierten Bedingungen bzw. von Porenwasserdru¨cken bei undrai-
nierten Bedingungen infolge zyklischer Belastung ist eine Modifizie-
rung des hypoplastischen Stoffgesetzes sowie die Einfu¨hrung eines
zusa¨tzlichen Stoffgesetzparameters ϑ notwendig.
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- Mit ϑ = χ ergibt sich das hypoplastische Stoffgesetz mit intergra-
nularen Dehnungen in der bisherigen Form. Dabei erha¨lt man fu¨r
ϑ = χ = 1 zwar eine realistische Abnahme der Steifigkeit G mit zu-
nehmender Scherdehnungsamplitude γ, jedoch wu¨rde man zu große
sich akkumulierende bleibende Dehnungen erhalten. Mit dem Para-
meter ϑ ≈ 10 gibt es hingegen fu¨r Scherdehnungen γ < 5 · 10−4 eine
gute U¨bereinstimmung mit den Versuchsergebnissen fu¨r enggestuften
Quarzsand SE [DLY+82] und dem Monterey No. 0 Sand [DLY+82],
sowohl hinsichtlich bleibender Dehnungen als auch Akkumulation von
Porenwasserdru¨cken.
- Der Parameter ϑ kann aus den akkumulierten Verformungen bzw. Po-
renwasserdru¨cken in zyklischen Laborversuchen (z.B. Triaxialversu-
chen, Einfachscherversuchen oder Tosions-Scherversuchen) bei Scher-
dehnungen γ < 5 · 10−4 ermittelt werden. Fu¨r Scherdehnungen
γ > 5 · 10−4 kann man mit dem Parameter ϑ die Gro¨ße der blei-
benden Verformungen bzw. Porenwasserdru¨cke kaum beeinflussen, da
der Ausnutzungsgrad der intergranularen Dehnungen ρ ≈ 1 und da-
mit der Faktor ρϑ ≈ 1 betra¨gt.
- Mit dem modifizierten hypoplastischen Stoffgesetz ist eine wirk-
lichkeitsnahe Beschreibung des Bodenverhaltens unter dynamischer
Belastung, insbesondere der Ausbildung der Hystereseschleifen und
eine zuverla¨ssige Prognose von akkumulierten Verformungen und
Porenwasserdru¨cken infolge dynamischer Belastung (z.B. Maschi-
nenfundamenten, Windenergieanlagen, Bauwerks- oder Verkehrs-
erschu¨tterungen) bis zu einer Scherdehnung γ ≤ 5 · 10−4 unter ei-
ner begrenzten Anzahl von Lastzyklen mo¨glich. Mit dem Stoffgesetz
ko¨nnen aber auch die fu¨r explizite Materialmodelle zur Ermittlung
der Setzungsakkumulation infolge hochzyklischer Belastung [Wic05],
[WNT05] notwendigen impiziten Zyklen zur Ermittlung der Deh-
nungsinkremente bestimmt werden.
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Wellenausbreitung
Im folgenden Abschnitt wird untersucht, welche Voraussetzungen fu¨r ei-
ne numerische Modellierung der Wellenausbreitung, insbesondere hinsicht-
lich Netzfeinheit, Zeitschrittgro¨ße, Gro¨ße des FE-Netzes und Einfluss der
Ra¨nder des FE-Netzes erforderlich sind und worauf bei der Modellierung
besonders geachtet werden muss. Dazu werden Vergleiche mit analytischen
Lo¨sungen vorgenommen, die fu¨r einige Sonderfa¨lle bei linear elastischem
Bodenverhalten und bei der eindimensionalen Wellenausbreitung auch fu¨r
anelastisches Bodenverhalten existieren.
Weiterhin werden die Unterschiede in der Wellenausbreitung bei linear elas-
tischen, bilinearen und hypoplastischen Materialverhalten im Abschnitt 4.1
bei eindimensionaler Wellenausbreitung und im Abschnitt 4.2 fu¨r den Halb-
raum betrachtet.
4.1 Eindimensionale Wellenausbreitung
4.1.1 Geometrie und Belastung
In Abbildung 4.1 sind die Geometrie und die zeitabha¨ngige dynamische
Belastung sowie die betrachteten Verformungspunkte dargestellt.
Fu¨r die analytische Berechnung wird eine Blocklast von 10 kPa von der Zeit
t0 = 0 s bis t1 = 0,01 s angesetzt. Das entspricht den Randbedingungen
des von Fellin [Fel00] analytisch untersuchten Problems bei anelastischer
Wellenausbreitung.
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Eindimensionale Wellenausbreitung
h  
=  
1 0
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numerische Berechnung
pdyn
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sym.
Abbildung 4.1: Geometrie und Belastung fu¨r die analytische und numeri-
sche Berechnung der eindimensionalen Wellenausbreitung
Fu¨r die numerische Berechnung wird die Blocklast etwas idealisiert, da
ein Spannungssprung ohne Zeitdifferenz (∆t = 0 bzw. einer Frequenz
f = 1/∆t =∞) nicht mo¨glich ist und auch praktisch nicht auftreten kann.
Außerdem wird durch den geringen Anstieg der Belastung von 10,0 kPa
auf 10,1 kPa im Zeitraum t = 0,001 s bis t = 0,01 s sichergestellt, dass
die Entlastungswelle bei der anelastischen Berechnung erst nach 0,01 s
ausgelo¨st wird.
Die Randbedingungen am Fuß der Bodensa¨ule werden bei der Berechnung
mit linear elastischem Materialverhalten (siehe Abschnitt 4.1.3) sowohl
mit reflektierendem als auch mit absorbierendem Rand gefu¨hrt und die
dabei auftretenden Unterschiede aufgezeigt. Der Fall mit reflektierendem
Fuß entspricht quasi einer Bodensa¨ule auf festem Untergrund (z.B. Fels)
und der Fall mit absorbierendem Fuß einer unendlich langen Bodensa¨ule
mit konstanter Steifigkeit. Die Berechnungen mit anelastischem und hy-
poplastischem Materialverhalten werden nur mit absorbierenden Ra¨ndern
gefu¨hrt bzw. der betrachtete Zeitraum wird klein genug gewa¨hlt, so dass
der Randeinfluss keine Rolle spielt.
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Zur Festlegung des reflektierenden Randes am Fußpunkt werden die
Geschwindigkeiten vx = vy = 0 gewa¨hlt und zur Festlegung der absorbie-
renden Ra¨nder werden Federn und Da¨mpfer am Fußpunkt definiert und
dabei wie folgt vorgegangen:
- Definition der Steifigkeit mit support edge normal
index stiffness normal stiffness tangential, wobei als
stiffness normal der Steifemodul Es und als
stiffness tangential der Schubmudul G verwendet wird,
- Definition der Da¨mpfung mit support edge normal damping
index damping normal damping tangential, wobei fu¨r
damping normal 1,00 · ρ · cp und fu¨r
damping tangential 0,25 · ρ · cs
entsprechend der Empfehlung in [Rod12] eingesetzt wird,
- Berechnung des Ausgangsspannungszustandes infolge Bodeneigen-
gewicht und Auflast (mit force gravity bzw. force edge normal)
ohne Aktivierung von Massentra¨gheitskra¨ften und Da¨mpfung sowie
anschließenden
- Einfrieren der resultierenden Spannungen des Ausgangsspannungs-
zustandes mit control support edge normal stiffness freeze
index -yes und erst dann
- Beginn der eigentlichen dynamischen Berechnung durch Aktivierung
der Da¨mpfung am Rand und der Massentra¨gheitskra¨fte mit
control inertia apply index -yes und
control support edge normal damping apply index -yes.
Im Anhang B ist die Eingabedatei fu¨r die Berechnung der eindimensionalen
Wellenausbreitung sowohl mit dem reflektierenden als auch mit absorbie-
renden Rand am Fuß enthalten.
4.1.2 Stoffgesetz und Bodenkennwerte
Fu¨r die vergleichenden numerischen Berechnungen werden das linear elas-
tische und das bilineare Stoffgesetz mit den Parametern nach Tabelle 4.1
und das hypoplastische Stoffgesetz mit intergranularen Dehnungen fu¨r den
Karlsruher Sand nach Tabelle 4.2 verwendet.
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Symbol Es, Es1 Es2 ν E, E1 G, G1 ρ cp, cp1 cp2 cs, cs1 cr, cr1
Einheit MPa MPa - MPa MPa g/cm3 m/s m/s m/s m/s
lin. el. 72 0,25 60 24 1,80 200 115,5 106,2
bilinear 72 288 1 0,25 60 24 1,80 200 400 2 115,5 106,2
Tabelle 4.1: Eingangsparameter fu¨r das lineare elastische und bilineare
Stoffgesetz.
ϕc hs0 n0 ed0 ec0 ei0 α β mR mT R βr χ ϑ
◦ MPa - - - - - - - - - - - -
30 187 0,50 0,53 0,84 1,00 0,13 1,05 10 4 5 · 10−5 0,3 1,0 10
Tabelle 4.2: Parameter fu¨r hypoplastische Berechnung mit intergranularen
Dehnungen.
In Abbildung 4.2 sind die qualitativen Verla¨ufe der Spannungen und Deh-
nungen fu¨r die 3 verschiedenen Stoffgesetze dargestellt.
Eindimensionale Wellenausbreitung
Ent- und 
Wiederbelastung
Belastung
Belastung Entlastung
∆WEs1
σ
Es2
ε
Es
σ
ε
∆W
σ
ε
Abbildung 4.2: Qualitativer Verlauf der Spannungen und Dehnungen fu¨r
die Berechnungen mit linear elastischem, bilinearem und hypoplastischem
Stoffgesetz.
Durch die unterschiedliche Steifigkeit bei Be- und Entlastung im bilinearen
Stoffgestz wird Energie dissipiert, wodurch bleibende Verformungen infol-
ge des ersten Spannungseintrages resultieren. Durch erneute Spannungsein-
tra¨ge bzw. weitere Lastwechsel wird jedoch keine weitere Energie dissipiert,
da Ent- und Wiederbelastungssteifigkeit gleich groß sind.
Beim hypoplastischen Stoffgesetz mit spannungs-, dehnungs- und belas-
tungsrichtungsabha¨ngigen Steifigkeiten wird hingegen auch bei mehrzykli-
schen Beanspruchungen Energie dissipiert, wobei diese nach dem ersten
Zyklus deutlich gro¨ßer als bei den folgenden Zyklen ist.
1analog wie fu¨r Es2 = 4 · Es2 betragen auch E2 = 4 · E1 und G2 = 4 ·G1
2analog wie fu¨r cp2 = 2 · cp1 betragen auch cs2 = 2 · cs1 und cr2 = 2 · cr1
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In den folgenden drei Abschnitten werden die Ergebnisse getrennt fu¨r linear
elastisches, bilineares und hypoplastisches Materialverhalten behandelt. Im
Abschnitt 4.1.6 erfolgt ein Vergleich und eine zusammenfassende Wertung
dieser Ergebnisse.
4.1.3 Linear elastisches Materialverhalten
Bei linear elastischem Materialverhalten breiten sich die Wellen in einem
eindimensionalen Ein-Phasen-Medium mit konstanter Geschwindigkeit cc
entsprechend der Wellengleichung (4.1) aus:
∂2u
∂t2
= c2c
∂2u
∂x2
(4.1)
mit der Zeit t, dem Abstand y und der Verschiebung u.
Fu¨r o¨dometrische Randbedingungen bzw. behinderte Seitendehnung ent-
spricht die Wellengeschwindigkeit cc der Kompressionswellengeschwindig-
keit cp =
√
Es/ρ mit dem Steifemodul Es und der Dichte ρ des Mediums.
Die Herleitung auf Grundlage der Massenerhaltung und der Impulserhal-
tung ist z.B. in [Fel00] enthalten und dort anschaulich in Flussdiagrammen
dargestellt.
Die zeitliche A¨nderung des Impulses p ist gleich der Differenz der ein- und
austretenden Impulsflu¨sse und der Spannungsdifferenz ∆σ1 bzw. ∆σ2 an
den Ra¨ndern mit dem
- Impulszufluß mit p1u˙1 = ρ1u˙21 bis zum Ort y1 + ∆u1 und dem
- Impulsabfluß mit p2u˙2 = ρ2u˙22 bis zum Ort y2 + ∆u2.
Entsprechend der Wellengleichung (4.1) a¨ndern sich die Spannungen und
Dehnungen im eindimensionalem Stab mit der der Kompressionswellenge-
schwindigkeit cp. Bis zum Eintreffen des Spannungsblockes auf den Fuß-
punkt nach t4 = h/cp = 10 m / (200 m/s) = 0,05 s ist dabei der Verlauf
der Spannungen und Dehnungen bei reflektierendem und absorbierendem
Fußpunkt identisch. Die Ampitude des Spannungsblocks betra¨gt jeweils
σ1 = −10 kPa, siehe Abbildungen 4.3 und 4.4 und die Ampitude des Deh-
nungsblocks betra¨gt jeweils ε1 = σ1/Es = −1,4 · 10−4, siehe Abbildungen
4.5 und 4.6.
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Abbildung 4.3: 1D-Wellenausbreitung mit linear elastischem Stoffgesetz
und reflektierendem Fußpunkt, Spannungen. Links: analytische Lo¨sung;
Mitte, rechts: numerische Berechnung mit 1 mm, 1 cm Knotenabstand.
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Abbildung 4.4: 1D-Wellenausbreitung mit linear elastischem Stoffgesetz
und absorbierendem Fußpunkt, Spannungen. Links: analytische Lo¨sung;
Mitte, rechts: numerische Berechnung mit 1 mm, 1 cm Knotenabstand.
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Abbildung 4.5: 1D-Wellenausbreitung mit linear elastischem Stoffgesetz
und reflektierendem Fußpunkt. Links und Mitte: Dehnungen analytisch und
numerisch mit 1 mm Knotenabstand, rechts: Verschiebungen.
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 137 — #143
4.1 Eindimensionale Wellenausbreitung 137
H
H
H
H
H
H
H
t1 = 0,005 s
1,0 x [m]
H y
[-]
100,0
H1 §
-1,4 · 10-4
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
u y
 [m
]
0,001 m Knotenabst.
0,01 m Knotenabst.
0,1 m Knotenabst.
H
H
H
H
H
t2 = 0,010 s
2,0 x [m]
H y
[-]
10
H
H
0,0
H1 §
-1,4 · 10-4
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
u y
 [m
]
0,001 m Knotenabst.
0,01 m Knotenabst.
0,1 m Knotenabst.
H
H
H
H
H
H
4,0 x [m]
H y
[-]
106,0
H
t3 = 0,030 s
0,0
H1 §
-1,4 · 10-4
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
u y
 [m
]
0,001 m Knotenabst.
0,01 m Knotenabst.
0,1 m Knotenabst.
H
H
t4 = 0,050 s
8,0x [m]
H y
[-]
10
H
H
H
H
H
0,0
H1 §
-1,4 · 10-4
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
u y
 [m
]
0,001 m Knotenabst.
0,01 m Knotenabst.
0,1 m Knotenabst.
t5 = 0,055 s
9,0x [m]
H y
[-]
10
H
H
0,0
H
H
H
H
H
H2 §
-1,4 · 10-4
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
u y
 [m
]
0,001 m Knotenabst.
0,01 m Knotenabst.
0,1 m Knotenabst.
H
x [m]
H y
[-]
10
H
t6 = 0,060 s
8,0
H
H
H
H
H
0,0
H1 §
-1,4 · 10-4
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
u y
 [m
]
0,001 m Knotenabst.
0,01 m Knotenabst.
0,1 m Knotenabst.
H
H
H
H
t7 = 0,080 s
0,0 x [m]
H y
[-]
10
H
H
H
H1 § 0,0
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
u y
 [m
]
0,001 m Knotenabst.
0,01 m Knotenabst.
0,1 m Knotenabst.
H
H
H
t8 = 0,100 s
2,0 x [m]
H y
[-]
10
H
0,0
H1 § 0,0
H
H
H
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-3,0E-04
-2,0E-04
-1,0E-04
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
u y
 [m
]
0,001 m Knotenabst.
0,01 m Knotenabst.
0,1 m Knotenabst.
Abbildung 4.6: 1D-Wellenausbreitung mit linear elastischem Stoffgesetz
und absorbierendem Fußpunkt. Links und Mitte: Dehnungen analytisch
und numerisch mit 1 mm Knotenabstand, rechts: Verschiebungen.
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Nach dem Eintreffen der Kompressionswelle am Fuß kommt es bei der Be-
rechnung mit dem reflektierenden Fußpunkt zu einer Reflektion. Da der
Spannungsblock u¨ber einen Zeitraum von ∆t = 0,01 s wirkt, breitet sich
der hintere Teil des Spannungsblocks weiter in Richtung Fußpunkt aus
und sto¨ßt dabei mit dem bereits reflektierten vorderen Teil des Spannungs-
blocks zusammen, wodurch es zu einer Verdoppelung der Spannungen auf
σ2 = −20 kPa und der Dehnungen auf ε2 = −2,8 · 10−4 kPa kommt, wie
im Spannungs- und Dehnungsverlauf nach t5 = 0,055 s erkennbar ist. Nach
t6 = 0,06 s hat auch das Ende des Spannungsblocks den Fußpunkt erreicht
und la¨uft nun ebenfalls wieder in Richtung Kopfpunkt der Bodensa¨ule. Die
Spannungen betragen wieder σ1 = −10 kPa und die Dehnungen wieder
ε1 = −1,4 · 10−4.
Hingegen kommt es bei den absorbierenden Ra¨ndern zu keiner Reflektion
am Fuß und damit zu keiner Vergro¨ßerung der Spannungen und Dehnun-
gen nach t4 = h/cp = 0,05 s. Das Eintreffen der Kompressionswelle am Fuß
fu¨hrt praktisch zu einer Zusammendru¨ckung der am Fußpunkt definierten
Feder, die die gleiche Steifigkeit wie der Stab selbst hat, wodurch es zu einer
Verschiebung des Fußpunktes nach unten kommt. Die Kompressionswelle
wird aber absorbiert und kehrt nicht wieder in Richtung des Kopfpunktes
zuru¨ck. Nachdem nach t6 = 0,06 s auch das Ende des Spannungsblocks
den Fußpunkt erreicht hat, betragen die Spannungen σ2 = 0 kPa und die
Dehnungen ε2 = 0 im gesamten Stab. Die Zusammendru¨ckung der am Fuß-
punkt definierten Feder und damit die Verschiebungen bleiben konstant.
Bei der Berechnung mit reflektierenden Ra¨ndern bleibt der eingetragene
Impuls von −10 kPa u¨ber 0,01 s bzw. 2,0 m im Stab erhalten, er wandert
lediglich innerhalb des Stabes hin und her. Bei den absorbierenden Ra¨ndern
fu¨hrt hingegen der eingetragene Impuls nach dem Durchlauf durch den Stab
zur Zusammendru¨ckung der Feder am Fuß.
Neben dem Aufzeigen der Unterschiede zwischen absorbierenden und re-
flektierenden Ra¨ndern anhand der analytischen Lo¨sungen wurde außerdem
untersucht, inwieweit die Wellenausbreitung mit numerischen Berechnun-
gen wiedergegeben werden kann. Dazu wurden unterschiedliche Zeitschritte
(∆t = 5 · 10−4 s, ∆t = 5 · 10−5 s und ∆t = 5 · 10−6 s) sowie dazugeho¨rige
Knotenabsta¨nde (lc = 0,1 m, lc = 0,01 m und lc = 0,001 m) gewa¨hlt, so
dass jeweils βp = ∆t · cp/lc = 1,0 entsprechend der Empfehlung aus [Nei94]
betra¨gt.
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Dabei liefert generell die numerische Berechnung mit dem geringsten Kno-
tenabstand (lc = 0,001 m) die beste U¨bereinstimmung mit der analy-
tischen Lo¨sung. Aber auch bei den gro¨beren Netzen (lc = 0,01 m und
lc = 0,1 m) lassen sich sowohl mit reflektierenden als auch mit absorbieren-
den Ra¨ndern plausible und vergleichbare Ergebnisse gegenu¨ber den analyti-
schen Lo¨sungen erzielen. Sowohl der qualitative Verlauf als auch die Gro¨ße
der maximalen Spannungen und Dehnungen sind nahezu gleich groß. Le-
diglich bei der Berechnung mit den reflektierenden Ra¨ndern sind nach 0,1 s
gro¨ßere Unterschiede erkennbar (siehe unteres rechtes Diagramm in Abbil-
dung 4.5). In diesem Zeitverlauf erfolgte jedoch sowohl eine Reflektion am
Fußpunkt (nach ca. 0,05 s) als auch eine erneute Reflektion am Kopfpunkt
(nach ca. 0,10 s).
Der relativ geringe Knotenabstand und der geringe Zeitschritt ist notwen-
dig, um die Unstetigkeit in der Beanspruchung durch den Spannungssprung
genau wiedergeben zu ko¨nnen. Bei sinusfo¨rmigen Belastungen mit der Fre-
quenz f ist entsprechend den Untersuchungen in [Nei94] ein Zeitschritt ∆t
ca. 1/(10 · f) bis 1/(5 · f) zur ausreichend genauen Wiedergabe der Span-
nungen und Dehnungen mit der numerischen Berechnung ausreichend.
4.1.4 Bilineares anelastisches Materialverhalten
Das bilineare Stoffgesetz nach Abb. 4.2 (Mitte) beru¨cksichtigt eine entspre-
chend ho¨here Steifigkeit fu¨r die Ent- und Wiederbelastung gegenu¨ber der
Erstbelastung. Dadurch gehen nach einem Lasteintrag die Dehnungen nicht
wieder auf 0 zuru¨ck und es entstehen bleibende Dehnungen, weswegen es
sich um eine Art elastoplastischen Stoffgesetzes handelt.
Fellin [Fel00] hat mit diesem Stoffgesetz fu¨r die eindimensionale Wellen-
ausbreitung eine analytische Berechnung der Spannungen und Dehnungen
infolge einer Blocklast gefu¨hrt. Kelm [Kel04] fu¨hrte dazu numerische Be-
rechnungen durch. Diese Problemstellung wird fu¨r die in Abbildung 4.1
dargestellte Geometrie und Belastung unter Verwendung der Stoffgesetzpa-
rameter nach Tabelle 4.1 untersucht. In den Abbildungen 4.7 und 4.8 sind
jeweils links die analytische Lo¨sung sowie in der Mitte und rechts die Ergeb-
nisse der numerischen Berechnungen mit unterschiedlich feinen FE-Netzen
und Zeitschritten dargestellt (Mitte mit lc = 0,001 m und ∆t = 5 · 10−6 s
sowie rechts mit lc = 0,01 m und ∆t = 5 · 10−5 s.)
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Abbildung 4.7: 1D-Wellenausbreitung mit anelastischem Stoffgesetz, Span-
nungen. Links: analytische Lo¨sung; Mitte, rechts: numerische Berechnung.
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 141 — #147
4.1 Eindimensionale Wellenausbreitung 141
t1 = 0,005 s
während
Lasteintrag
1,0 x [m]
H y
[-]
H1 = V1 / Es1
= -1,39 · 10-4
10
Belastungsfront 
cp1 = 200 m/s
H
H
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
H
t2 = 0,010 s
Beginn
Entlastung
2,0 x [m]
H y
[-]
10
Belastungsfront 
cp1 = 200 m/s
Entlastungsfront  
cp2 = 400 m/s
0,0
H1 = -1,39 · 10-4
H
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
H
H
t3 = 0,015 s
„Aufholrennen“
H2 = (Es2 - Es1) / Es2
= -1,04 · 10-4
H1 = -1,39 · 10-4
2,0 x [m]
H y
[-]
10
Belastungsfront 
cp1 = 200 m/s
Entlastungsfront  
cp2 = 400 m/s
3,0
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
H
t4 = 0,020 s
Einholung der 
Belastungsfront
4,0 x [m]
H y
[-]
10
Entlastungsfront 
trifft auf 
Belastungsfront
H2 = -1,04 · 10-6
H1 = -1,39 · 10-4
H
H = H ·(2 · c 2 + c 2
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
H
,0 [ ]
H
0
t5 = 0,025 s
Nach
Einholung
2,0 x [m] 10
Belastungsfront 
cp1 = 200 m/s
Entlastungsfront  
cp2 = 400 m/s
5,0
H y
[-]
H3b = H3a ·(2 · cp12 + cp22
+ 2 · cp1 · cp2) / cp22)
= -1,16 · 10-5
H3a = H1 · (cp2 - cp1) /
(cp2 + cp1) = -4,63 ·10-5
H2 = -1,04 · 10-4
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
Reflektion am 
freien Stabende
t6 = 0,030 s
H3a = -4,63 · 10-5
x [m] 10
Belastungsfront 
cp1 = 200 m/s
6,00,0
H y
[-]
H2 = -1,04 · 10-4
H3b = -1,16 · 10-4
H
H
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
H
Erneutes
„Aufholrennen“
t7 = 0,040 s
10
Belastungsfront 
cp1 = 200 m/s
Entlastungsfront  
cp2 = 400 m/s
8,04,0 x [m]
H y
[-]
H3a = -4,63 · 10-5
H4 = H2 = -1,04 · 10-4
H
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
H
H
t8 = 0,050 s Belastungsfront 
trifft auf FußH
y
[-]
x [m] 104,0 8,0
H5 = H3a · H4 / H1 =
1/4 · H1 = -3,47 · 10-5
H4 = H2 = -1,04 · 10-4
H3a = -4,63 · 10-5
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
-1,5E-04
-1,0E-04
-5,0E-05
0,0E+00
0 2 4 6 8 10x [m]
H y
 [-
]
Abbildung 4.8: 1D-Wellenausbreitung mit anelastischem Stoffgesetz, Deh-
nungen. Links: analytische Lo¨sung; Mitte, rechts: numerische Berechnung.
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Nach dem Eintrag des Spannungsblocks am Stabanfang u¨ber den Zeitraum
von ∆t = 0,01 s wird zuerst eine Belastungswelle ausgelo¨st, die sich mit
der Wellengeschwindigkeit cp1 = 200 m/s in Richtung Stabende ausbreitet.
Nach t2 = 0,010 s beginnt am Stabanfang die Entlastung, wodurch eine
Entlastungswelle mit doppelt so großer Geschwindigkeit cp2 = 2 · cp1 = 400
m/s ausgelo¨st wird und diese der Belastungswelle nachla¨uft.
Zum Zeitpunkt t4 = 0,020 s wird die Belastungswelle von der Entlastungs-
welle im Abstand von y1 = 4,0 m vom Stabanfang eingeholt. Nach diesem
Zusammentreffen la¨uft die Belastungswelle mit cp1 = 200 m/s weiter in
Richtung Stabende und die Entlastungswelle mit cp2 = 400 m/s in Rich-
tung Stabanfang. Die Amplitude der Spannung wird dabei in Abha¨ngigkeit
vom Verha¨ltnis der Wellengeschwindigkeiten um den Faktor
cp2 − cp1
cp1 + cp2
, im
konkreten Fall mit cp2 = 2 · cp1 auf σ2 = 1/3 · σ1 = 3,33 kPa reduziert.
Zum Zeitpunkt t6 = 0,030 s erreicht die Entlastungswelle wieder den Stab-
anfang, wird dort vollsta¨ndig reflektiert und la¨uft mit cp2 = 400 m/s wieder
in Richtung Stabende. Zum Zeitpunkt t8 = 0,050 s trifft die Belastungs-
welle auf das Stabende (y = 10) m, wa¨hrend zu diesem Zeitpunkt die
Entlastungswelle die Stelle y = 8,0 m erreicht.
Erst bei y2 = 12,0 m nach t9 = 0,060 s wu¨rde die Entlastungswelle erneut
auf die Belastungswelle treffen. Es ka¨me dabei zur erneuten Reduktion um
den Faktor
cp2 − cp1
cp1 + cp2
auf σ3 = 1/3 · σ2 = 1/9 · σ1 = 1,11 kPa.
Analog zu den Spannungen kommt es auch zu einer Ausbreitung der Deh-
nungen durch den Spannungseintrag. Aufgrund des Spannungseintrages von
−10 kPa am Stabanfang und der Belastungssteifigkeit von 72 MPa resul-
tiert eine Dehnung von ε1 = −1,39 · 10−4, die sich mit cp1 = 200 m/s
ausbreitet. Nach t2 = 0,010 s beginnt am Stabanfang die Entlastung, wo-
durch die Dehnung ε2 um den Faktor (Es2 − Es1)/Es2, im konkreten Fall
auf ε2 = 3/4 · ε1 = −1,04 · 10−4 reduziert wird.
Nach dem Zusammentreffen der Be- und Entlastungswelle nach t4 = 0,020 s
bzw. bei y1 = 4,0 m wird die Dehnung auf der Belastungseite, ebenso wie die
Spannung, um den Faktor cp2−cp1cp1+cp2 auf ε3a = 1/3·ε1 = −4,63·10−5 reduziert.
Auf der Belastungsseite kommt es hingegen nach dem Zusammentreffen zu
einer Erho¨hung auf den Wert ε3b = 2 · c2p1 + c2p2 + 2 · cp1 · cp2)/c2p2 · ε3a =
−1,16 · 10−4.
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 143 — #149
4.1 Eindimensionale Wellenausbreitung 143
Nach Reflektion der Entlastungswelle am Stabanfang nach t6 = 0,030 s
wird die Dehnung auf den Wert ε4 = ε2 = −1,04 · 10−4 reduziert, die der
bleibenden Dehnung im Stababschnitt y0 = 0 m ≤ y ≤ y1 = 4 m und damit
dem Faktor (Es2 − Es1)/Es2 = 3/4 der elastischen Dehnung entspricht.
Erreicht die Entlastungswelle nach t7 = 0,040 s die Stelle y1 = 4,0 m, re-
duziert sich die Dehnung im Bereich y ≥ 4,0 m auf ε5 = ε3a · ε4/ε1 =
−3,47 · 10−5. Diese Dehnung entspricht der bleibenden Dehnung im Sta-
babschnitt y1 = 4,0 m ≤ y ≤ y2 = 12,0 m, die damit ebenfalls dem Faktor
(Es2 − Es1)/Es2 = 3/4 der elastischen Dehnung betra¨gt.
Nach t9 = 0,060 s bei y2 = 12,0 m wu¨rde die Entlastungswelle er-
neut auf die Belastungswelle treffen und man wu¨rde eine Dehnung von
ε6 = 1/3 · ε3a = 1/9 · ε1 = 1,54 · 10−5 erhalten. Da die Wellenausbreitung
nur bis y = 10 m betrachtet wurde, ist das jedoch nicht mehr dargestellt.
Wie geschildert, wird fu¨r das konkrete Beispiel nach einem Laufweg von
y1 = 4,0 m und y2 = 12,0 m die Belastungswelle von der Entlastungswelle
eingeholt. Allgemein la¨sst sich der Abstand yi des Zusammentreffens fu¨r
einen unendlichen Stab in Abha¨ngigkeit von den Wellengeschwindigkeiten
cp1 und cp2 nach Gleichung (4.2), siehe auch [Fel00] formulieren.
yi =
cp1 · cp2
cp2 − cp1 (
2 · cp2
cp2 − cp1 − 1)
i−1 · te (4.2)
Dabei ist te die Zeit, bei der die Entlastungswelle ausgelo¨st wird und ent-
spricht damit der Einwirkungszeit des Spannungsblocks, im konkreten Bei-
spiel te = 0,01 s nach Abbildung 4.1. Demnach erha¨lt man fu¨r die Stoffge-
setzparameter nach Tabelle 4.1 mit cp2 = 2·cp1 die Absta¨nde yi = 2·3i−1 ·te
bzw. konkret y1 = 4,0 m, y2 = 12,0 m, y3 = 36,0 m usw. .
Die bleibenden Dehnungen εv,i ko¨nnen nach dem Durchlauf der Be- und
Entlastungswellen durch die Gleichung (4.3), siehe auch [Fel00], allgemein
formuliert werden.
εv,i =
σ1
Es1
· Es2 − Es1
Es2
· (cp2 − cp1
cp2 + cp1
)i−1 (4.3)
Dabei ist σ1 die Ampitude des Spannungsblocks, im konkreten Beispiel
σ1 = 10 kPa nach Abbildung 4.1. Demnach erha¨lt man fu¨r die Stoffgesetz-
parameter nach Tabelle 4.1 mit Es2 = 4·Es1 und cp2 = 2·cp1 die bleibenden
Dehnungen εv,i = σ1/Es1 · 3/4 · (1/3)i−1 bzw. konkret εv,1 = 1,04 · 10−5,
εv,2 = 3,47 · 10−5, εv,3 = 1,54 · 10−5 usw. .
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Die Gro¨ße der bleibenden Dehnungen sind innerhalb der Bereiche zwischen
dem Auftreffen der ersten Be- und Entlastungswelle (im konkreten Beispiel
zwischen y0 = 0,0 m ≤ y ≤ y1 = 4,0 m, y1 = 4,0 m ≤ y ≤ y2 = 12,0
m, y2 = 12,0 m ≤ y ≤ y3 = 36,0 m usw.) konstant. Durch das Auftreffen
weiterer Wiederbelastungs- und Entlastungswellen resultiert keine weite-
re Zunahme bleibender Dehungen, da Ent- und Wiederbelastungssteifig-
keit gleich groß sind. Diese Wellen erzeugen lediglich elastische Dehnungen.
Weitere Lastwechsel (z.B. durch einen erneuten Spannungseintrag) fu¨hren
deshalb ebenfalls zu keiner weiteren Zunahme der Verformungen, solange
die vorherige maximale Spannung nicht u¨berschritten wird.
4.1.5 Hypoplastisches Materialverhalten
Beim hypoplastischen Materialverhalten u¨berlagern sich aufgrund der span-
nungs- und dehnungsabha¨ngigen Steifigkeit mehrere Effekte bei der Wel-
lenausbreitung. Um diese Effekte u¨berpru¨fen zu ko¨nnen, wurden zwei ge-
trennte Berechnungen gefu¨hrt:
- mit konstanter statischer Anfangsspannung von 5 kPa im gesamten
Stab sowie
- mit statischer Anfangsspannung von 5 kPa sowie Spannungen infolge
Bodeneigengewicht und damit zunehmender Spannung mit der Tiefe
bzw. der Stabla¨nge
Die Anfangsporenzahl wurde mit e = 0,84 festgelegt. Die Materialparame-
ter sind so gewa¨hlt, dass die Dehnungen am Stabanfang infolge des Span-
nungsblocks nach Abbildung 4.1 bei der hypoplastischen Berechnung ca.
genauso groß wie bei der elastischen und bilinearen Berechnung sind.
In Abbildung 4.9 sind die Ergebnisse mit konstanter statischer Anfangs-
spannung von 5 kPa u¨ber die gesamte Stabla¨nge zusammengestellt. Wie
bei der Berechnung mit dem bilinearen Stoffgesetz breitet sich eine Belas-
tungswelle und am Ende des Spannungsblocks zum Zeitpunkt te = 0,01s
eine Entlastungswelle in Richtung Stabende aus. Da die mittlere Geschwin-
digkeit der Entlastungswelle gro¨ßer als die der Belastungswelle ist, kommt
es ebenfalls zu einem ”Aufholrennen”der Entlastungswelle, die ca. zum Zeit-
punkt t5 = 0,025 s bei y1 ≈ 4,3 m die Belastungswelle einholt. Bis zu diesem
Zeitpunkt sind die Verla¨ufe der Spannungen und Dehnungen denen mit bi-
linearem Stoffgesetz sehr a¨hnlich.
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Aufgrund der spannungs- und dehnungsabha¨ngigen Steifigkeit a¨ndern sich
die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Be- und Entlastungswellen entspre-
chend und sind damit nicht konstant. Das fu¨hrt, anders als bei der Be-
rechnung mit dem bilinearen Stoffgesetz, zu keinem deutlich ”Zusammen-
prall”der Be- und Entlastungswellen, sondern zu einem ”allma¨hlichen Zu-
sammenlaufen”der Wellen. Zudem ist auch keine Reflektion der Wellen nach
diesem ”Zusammenlaufen”mit ru¨cklaufender Ausbreitung der Entlastungs-
welle in Richtung Stabanfang erkennbar. Die Belastungswelle breitet sich
weiter in Richtung Stabende aus und die maximale Spannungsamplitude
wird dabei nicht schlagartig, sondern allma¨hlich reduziert (ca. −6 kPa bei
t6 = 0,030 s und ca. −8 kPa bei t7 = 0,040 s).
Aufgrund des geringeren Unterschiedes zwischen Be- und Entlastungsstei-
figkeit ist die Gro¨ße der bleibenden Dehnung jedoch deutlich niedriger als
bei dem Beispiel mit der bilinearen Berechnung nach Abbildung 4.8. Kon-
kret betra¨gt die bleibende Verformung bis y1 ≈ 4,3 m, wo es zur Einholung
der Belastungswelle durch die Entlastungswelle kam, relativ konstant ca.
30 % der elastischen Verformung. Zum Vergleich betrug die bleibende Deh-
nung ca. 75 % der elastischen Verformung bei der bilinearen Berechnung.
Bei den Berechnungen unter Beru¨cksichtigung der Spannungen infolge Bo-
deneigengewicht und damit zunehmender Spannung mit der Tiefe bzw. der
Stabla¨nge wird die damit einhergehende Zunahme der Steifigkeit mit der
Tiefe mit dem Exponenten fu¨r die Spannungsabha¨ngigkeit 1 − n = 0,50
beru¨cksichtigt. Das fu¨hrt auch zur Zunahme der Wellengeschwindigkeit cp
mit dem Exponenten (1− n)2 = 0,25 mit der Spannung.
Dadurch betra¨gt die Belastungssteifgkeit bei kleinen Dehnungen am Stab-
anfang mit σy = −5 kPa und σx = σz = −2,5 kPa Es ≈ 85 MPa, analog
dem Beispiel mit konstanter statischer Anfangsspannung von 5 kPa im ge-
samten Stab nach Abbildung 4.9. Hingegen ist die Belastungssteifgkeit bei
kleinen Dehnungen am Stabende in 10 m Tiefe mit σy = 5,0+10·9,81·1,8 =
−181,6 kPa und σx = σz ≈ −52,7 kPa mit Es ≈ 510 MPa ca. 6-mal so groß
und damit cp ca. 2,5 mal so groß wie am Stabanfang.
Im Ergebnis erreicht dadurch die Belastungswelle den Fußpunkt bereits
nach ca. 0,030 s (siehe Abbildung 4.3), wa¨hrend bei der hypoplastischen
Berechnung ohne Beru¨cksichtigung der Spannungen durch das Eigenge-
wicht die Belastungswelle erst nach ca. 0,050 s auf den Fußpunkt trifft,
siehe Abbildung 4.9. Außerdem sind die resultierenden Dehnungen und die
bleibenden Dehnungen in gro¨ßerer Tiefe kleiner gegenu¨ber der Berechnung
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ohne Beru¨cksichtigung der Spannungen durch das Eigengewicht.
Die Da¨mpfungs- und Steifigkeitsparameter am Fußpunkt wurden itera-
tiv so gewa¨hlt, dass diese der Steifigkeit im hypoplastischen Stoffgesetz
unter Beru¨cksichtigung der vorhandenen Spannung und Dehnung beim
Auftreffen der Belastungswelle am Fuß entspricht. Konkret ergab sich
bei der Vertikalspannung σy ≈ −(14 + 5 + 10 · 9,81 · 1,8) ≈ −195
kPa, den Horizontalspannungen σx ≈ 55 kPa und der Vertikaldehnung
εy ≈ −3 · 10−5 eine Steifigkeit Es ≈ 450 MPa und eine Kompressions-
wellengeschwindigkeit cp =
√
Es/ρ ≈ 500 m/s. Entsprechend wurde die
Steifigkeit mit support edge normal = 450 MPa und die Da¨mpfung mit
support edge normal damping = 1,00 · ρ · cp = 900 kNs/m3 festgelegt.
Eine vollsta¨ndige Absorbierung der Wellen ist aufgrund der spannungs- und
dehnungsabha¨ngigen Steifigkeit mit den Randbedingungen mit konstanter
Federsteifigkeit und Da¨mpfungskapazita¨t nicht mo¨glich. Jedoch fu¨hrten die
so festgelegten Randbedingungen am Fuß dazu, dass nach Eintreffen der
Belastungswelle nach ca. t6 = 0,030 s die Spannungen σ ≈ 0 betrugen,
siehe Ergebnisse fu¨r t7 = 0,040 s und t8 = 0,050 s in Abbildung 4.10.
Die Zunahme der Steifigkeit und der Wellengeschwindigkeit erfolgt konti-
nuierlich mit der Tiefe. Bei der Ausbreitung der Belastungswelle kommt
es dadurch stets zu einer teilweisen Reflektion an den steiferen Bodenele-
menten. Wa¨hrend es bei vollsta¨ndiger Reflektion zu einer Verdoppelung
der Spannungen kommt (z.B. beim Auftreffen der Welle am Fußpunkt mit
unendlicher Steifigkeit bei der Berechnung mit reflektierendem Rand, siehe
Abbildung 4.3), fu¨hrt die teilweise Reflektion durch das Auftreffen der Welle
auf eine steifere Bodenelemente ebenfalls zu einer Spannungserho¨hung. Die
maximalen Druckspannungen sind deshalb gro¨ßer als die am Stabanfang
eingetragene Spannung von −10 kPa, siehe Abbildung 4.10 und betragen
bis zu ca. −14 kPa beim Auftreffen der Belastungswelle am Fuß.
Bei der sich in Richtung Stabanfang ausbreitenden Entlastungswelle ist es
hingegen genau umgekehrt. Hier trifft die Entlastungswelle auf weichere
Bodenelemente und damit geringerer Wellengeschwindigkeit. Das fu¨hrt zu
einer Reduzierung der Druckspannungen unter den Anfangswert, d.h. zu
geringen Zugspannungen von max ca. 1 kPa.
In den Abbildungen 4.9 und 4.10 sind jeweils die Berechnungsergebnisse fu¨r
unterschiedliche Elementgro¨ßen (1 mm durchgezogene Linien, 1 cm kurz-
gestrichelte Linien und 1 dm langgestrichelte Linien) dargestellt.
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Abbildung 4.9: 1D-Wellenausbreitung mit hypopl. Stoffgesetz ohne Eigen-
gewicht. Links: Spannungen; Mitte: Dehnungen, rechts: Verschiebungen.
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Abbildung 4.10: 1D-Wellenausbreitung mit hypopl. Stoffgesetz mit Eigen-
gewicht. Links: Spannungen; Mitte: Dehnungen, rechts: Verschiebungen.
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4.1.6 Zusammenfassung der Ergebnisse der eindimensiona-
len Wellenausbreitung
Mit den numerischen Berechnungen konnte gezeigt werden, dass man bei
geeigneter Wahl der Zeitschritte ∆t und der Elementgro¨ße bzw. der Knoten-
absta¨nde lc eine 1D-Wellenausbreitung mit unterschiedlichen Stoffgesetzen
ausreichend genau erfassen kann und gute U¨bereinstimmungen mit bekann-
ten analytischen Lo¨sungen aus der Literatur erha¨lt.
Um einen rechteckigen Spannungsblock bzw. Spannungssprung numerisch
abbilden zu ko¨nnen, ist ein relativ kleiner Zeitschritt und geringer Kno-
tenabstand erforderlich (im Beispiel ∆t ≤ 5 · 10−5 m und lc ≤ 0,01 m).
Je gro¨ßer der Zeitschritt ∆t und je gro¨ber das Netz, desto mehr wird der
rechteckige Block zu einem Dreieck verschmiert und die Spannungs- und
Dehnungsspru¨nge zwischen benachbarten Knoten bzw. Elementen werden
praktisch numerisch geda¨mpft. Dieser Effekt versta¨rkt sich beim Aufeinan-
dertreffen von Wellen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten sowohl bei
der linear elastischen Berechnung am Fuß der Bodensa¨ule (stellvertretend
fu¨r eine deutlich steifere Unterlage unter einer Schicht), als auch bei den
bilinearen und hypoplastischen Berechnungen z.B. beim Einholen der Be-
lastungswelle durch die deutlich schnellere Entlastungswelle.
Die maximalen Spannungs- und Dehnungsamplituden ko¨nnen jedoch auch
mit einem relativ großen Knotenabstand von 0,10 m noch gut erfasst wer-
den. Zudem ist festzustellen, dass der Spannungssprung eher von theo-
retischer Bedeutung ist und vor allem zur Vergleichsmo¨glichkeit mit der
analytischen Lo¨sung dient. Bei in der Praxis u¨blicherweise vorkommenden
reinen oder sich u¨berlagernden Sinusanregungen mit unterschiedlichen Fre-
quenzen f ≤ 100 Hz wa¨re entsprechend den Untersuchungen in [Nei94] ein
Zeitschritt ∆t = 1 · 10−3 ausreichend, der damit ∆t ≤ 1/(10 · f) entspricht.
Fu¨r das konkrete Beispiel mit cp = 200 m/s wa¨re damit ein Knotenabstand
von lc = cp/∆t = 0,20 m zur ausreichend genauen Wiedergabe der Span-
nungen und Dehnungen mit der numerischen Berechnung ausreichend.
Insgesamt sind die ermittelten Spannungen, Dehnungen und Verformungen
auch in großem Abstand von der Lasteintragung deutlich gro¨ßer als unter
einer dynamisch belasteten Gru¨ndung in der Realita¨t mit dreidimensiona-
ler Wellenausbreitung, da aufgrund der Eindimensionalita¨t die Energie im
Stab verbleibt. Die auftretenden Effekte bei unterschiedlichen Stoffgesetzen
werden dabei jedoch besonders deutlich.
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4.2 Wellenausbreitung im Halbraum
Ebenso wie bei der eindimensionalen Wellenausbreitung gibt es auch bei der
dreidimensionale Wellenausbreitung fu¨r Sonderfa¨lle in der Lasteintragung
analytische Lo¨sungen fu¨r den elastisch isotropen Halbraum. In diesem Ab-
schnitt werden einerseits vergleichende numerische Berechnungen fu¨r diese
Sonderfa¨lle gefu¨hrt und andererseits die Unterschiede in der Wellenausbrei-
tung mit dem bilinearen und hypoplastischen Stoffgesetz gegenu¨ber dem
linear elastischen Stoffgesetz aufgezeigt.
Im Anhang A ist außerdem ein Vergleich numerischer Berechnungen der
Wellenausbreitung mit den FE-Programmen Tochnog und Plaxis exem-
plarisch fu¨r ein Beispiel aus dem Benutzerhandbuch Dynamics Manual von
Plaxis [Bri06] gefu¨hrt. Weiterhin wird im Anhang A untersucht, wie die
Randbedingungen an den Ra¨ndern des FE-Netzes definiert werden sollten,
um eine entsprechend geringe Beeinflussung der Wellenausbreitung bei dy-
namischen Berechnungen zu erhalten.
4.2.1 Geometrie, FE-Netz, Zeitschritte und Belastung
Überblick über die Dissertation    Bodenverhalten bei zyklischer/dynamischer Beanspruchung Folie 44
Wellenausbreitung im Halbraum
absorbierender Rand
(Federn und Dämpfer)
Randbedingung: 
vel x = 0
(kein Einfluss, da 
FE-Netz ausr. groß)25 m 
(100 m)
axial-
sym.
p(t)
0,40
y
x
40 m (160 m)
10
p [kPa]
0,001
Belas-
tungs-
sprung
t [s]
10
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Impuls
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10
0,300,10
Halbsinus   5 Hz (0,00 – 0,100 s)
Halbsinus 10 Hz (0,00 – 0,050 s)
Halbsinus 20 Hz (0,00 – 0,025 s)
Abbildung 4.11: Geometrie und Belastung fu¨r die numerische Berechnung
der Wellenausbreitung im Halbraum
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Betrachtet werden insbesondere Verformungen und Dehnungen in ausge-
wa¨hlten Punkten an der Oberfla¨che sowie in unterschiedlicher Tiefe verti-
kal und im Winkel von 45◦ unter der Lastfla¨che. Die Gro¨ße des FE-Netzes
wurde so groß gewa¨hlt, dass Reflektionen an den Ra¨ndern keinen Einfluss
auf den Zeitverlauf in den betrachteten Punkten haben. Der rechte Rand ist
so weit entfernt, dass die Laufzeit der Kompressionswellen bzw. P-Wellen
nach der Reflektion am Rand und wieder zuru¨ck bis zum betrachteten
Punkt gro¨ßer als der betrachtete Zeitraum ist. Der untere Rand absor-
biert vollsta¨ndig die P-Wellen und ist soweit entfernt, dass die Laufzeit der
Scherwellen und Rayleighwellen nach der Reflektion am Rand und wieder
zuru¨ck bis zum betrachteten Punkt gro¨ßer als der betrachtete Zeitraum ist.
Fu¨r die FE-Modellierung wurden, wenn nicht anders angegeben, quadrati-
sche Elemente mit dem Knotenabstand lc = 0,20 m und ein Zeitschritt
von ∆t = 0,001 s verwendet. Damit ergibt sich fu¨r die verwendete P-
Wellengeschwindigkeit cp = 200 m/s ein βp-Wert nach Gleichung (4.4) von
βp =
∆t · cp
lc
= 1,0 . (4.4)
Der Wert βp entspricht damit den Empfehlungen in [MAK85], [Tri89] und
[Nei94] (S. 52) zur Wahl der optimalen Zeitschrittla¨nge ∆t.
Das Bodenverhalten wird wie bei der im Abschnitt 4.1 untersuchten ein-
dimensionalen Wellenausbreitung in den folgenden 3 Unterabschnitten fu¨r
das linear elastische, anelastische und hypoplastische Bodenverhalten mit
den Materialparametern nach den Tabellen 4.1 und 4.2 untersucht.
4.2.2 Linear elastisches Bodenverhalten
In einem elastischen, homogenen und isotropen Vollraum breiten sich in-
folge dynamischer Anregung Kompressionswellen bzw. P-Wellen mit der
Geschwindigkeit cp und Scherwellen bzw. S-Wellen mit der Geschwindig-
keit cs aus. Die Bewegung der Teilchen infolge der P-Wellen erfolgt dabei in
Richtung der Wellenausbreitung und bewirkt eine Volumena¨nderung durch
Kompression bzw. Dekompression, siehe Abbildung 4.12 links. Infolge der
S-Wellen kommt es senkrecht zur Ausbreitungsrichtung zu einer Verzer-
rung der Teilchen bzw. zu einer Scherbeanspruchung, siehe Abbildung 4.12
Mitte.
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Abbildung 4.12: Wellenarten und Teilchenbewegung im elastisch isotropen
Halbraum nach [S+02]. Links: Kompressionswelle, Mitte: Scherwelle und
Rechts: Rayleighwelle.
Die Kompressions- und Scherwellengeschwindigkeiten cp und cs sind wie
folgt von den elastischen Steifigkeiten (Schubmodul G und Steifemodul Es),
der Querdehnzahl ν und der Dichte ρ abha¨ngig:
cp =
√
Es
ρ
und cs =
√
G
ρ
(4.5)
mit: Es =
1− ν
(1 + ν)(1− 2ν) · E =
2 · (1− ν)
1− 2ν ·G (4.6)
Die Herleitung der Welllengeschwindigkeiten aus der Wellengleichung und
den Spannungs-Dehnungsbeziehungen sind z.B. in [RHW70] enthalten.
Im elastisch isotropen Halbraum kommt es aufgrund von Reflektionen an
der Halbraumoberfla¨che zur Ausbildung von Rayleighwellen, die erstmals
von Rayleigh [Ray85] nachgewiesen werden konnten. Auf Grundlage der
Wellengeschwindigkeiten cp und cs nach Gleichung (4.5) sowie der Rand-
bedingung einer spannungsfreien Halbraumoberfla¨che kann die Geschwin-
digkeit der Rayleighwelle cr ermittelt werden, siehe z.B. Herleitungen in
[RHW70] oder [Ach84]. Man erha¨lt Gleichung (4.7) zur Bestimmung von
cr in Abha¨ngigkeit von cs und cp.
(
cr
cs
)6 − 8 · (cr
cs
)4 + [24− 16 · (cs
cp
)2] · (cr
cs
)2 + 16 · [(cs
cp
)2 − 1] = 0 (4.7)
Da die ebenfalls von cs und cp abha¨ngige Querdehnzahl
ν =
c2p − 2 c2s
2 (c2p − c2s)
(4.8)
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im Bereich 0 ≤ ν ≤ 0,50 liegt, ergeben sich nach Gleichung (4.7) reelle
Lo¨sungen fu¨r das Verha¨ltnis cr/cs im Bereich 0,874 ≤ cr/cs ≤ 0,955.
Das Verha¨ltnis cr/cs kann bei bekannter Querdehnzahl ν nach [Gra75] ab-
gescha¨tzt werden:
cr
cs
=
0,87 + 1,12 · ν
1 + ν
(4.9)
Vergleich mit analytischen Lo¨sungen von Lamb und Pekeris
Fu¨r die Ermittlung der Verformungen im Halbraum gibt es fu¨r speziel-
le stoßartige Belastungen analytische Lo¨sungen im Zeitbereich, z.B. Lamb
[Lam04] und Pekeris [Pek55], siehe auch [RHW70] und [Ver06]. Dabei wird
eine Punktlast auf die Oberfla¨che des dreidimensionalen Halbraums auf-
gebracht. Die Belastung bei Lamb entspricht einem singula¨ren Impuls zur
Startzeit (t = 0) und bei Pekeris einem Spannungssprung zur Startzeit,
siehe auch Abbildung 4.13.
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Abbildung 4.13: Elastisch isotroper Halbraum mit Punktlast
Mit den analytischen Lo¨sungen kann anhand des Verschiebungs-
Zeitverlaufes fu¨r verschiedene Punkte an der Oberfla¨che die Ausbildung von
Kompressions- Scher- und Rayleighwellen gezeigt werden. In den gefu¨hrten
numerischen Berechnungen werden deshalb das Einsetzen der Wellen und
ihrer Geschwindigkeiten sowie der qualitative Verlauf und die Gro¨ße der
maximalen Verschiebungen mit den analytischen Lo¨sungen u¨berpru¨ft.
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In der numerischen Berechnung ko¨nnen die Unstetigkeiten in der Geome-
trie (Punktlast) sowie in der Belastung (sprunghafter Anstieg bzw. sin-
gula¨rer Impuls) nicht exakt, sondern nur na¨herungsweise erfasst werden.
Die Lastamplitude von p = 10 kPa wird auf der Kreisfla¨che A = pi·
r2 = pi · (0,40 m)2 ≈ 0,50 m2 und entspricht damit einer Lastamplitude
von P ≈ 5,0 kN. Der Belastungssprung fu¨r den von Pekeris untersuchten
Fall wird in der numerischen Berechnung durch einen Belastungsanstieg im
Zeitraum ∆t = 0,001 s und der singula¨re Impuls fu¨r den von Lamb unter-
suchten Fall wird durch eine impulsfo¨rmige Belastung u¨ber einen Zeitraum
von ∆t = 0,020 s angena¨hert, siehe Abbildung 4.11.
In Abbildung 4.14 sind die Vertikalverschiebungen auf der Oberfla¨che in
unterschiedlichen Absta¨nden von der Anregungsquelle als Ergebnis der nu-
merischen Berechnung fu¨r das in Abbildung 4.11 dargestellte FE-Modell
mit den Abmessungen 160 x 100 m unter Verwendung der Parameter fu¨r
das linear elastische Stoffgesetz nach Tabelle 4.1 infolge des Belastungs-
sprunges auf p = 10 kPa dargestellt. Fu¨r die Berechnungen wurde der
Knotenabstand lc = 0,40 m und der Zeitschritt ∆t = 0,001 s gewa¨hlt.
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Abbildung 4.14: Zeitlicher Verlauf der Vertikalverschiebungen an der Ober-
fla¨che mit unterschiedlichem Abstand von der Anregungsquelle
In Abbildung (4.14) ist der charakteristische Zeitverlauf der Verschiebungen
an der Oberfla¨che erkennbar. Nach der Zeit r/cp fu¨hrt die P-Welle zu einer
kleinen Hebung. Diese vergro¨ßert sich bis zum Einsatz der S-Welle. Beim
Eintritt der R-Welle a¨ndert sich schlagartig die Verschiebungsrichtung von
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Hebung auf Setzung. Anschließend bleibt der Wert der Setzung konstant
und enspricht der statischen Lo¨sung nach Boussinesq.
uy =
P · (1− ν)
2 · pi ·G · r (4.10)
Entsprechend Gleichung (4.10) nimmt mit zunehmendem Abstand r von
der Punktquelle die Verschiebungsamplitude uy linear ab. Es gilt das sta-
tische Abnahmegesetz:
uy,2 = uy,1
r1
r2
mit r1 < r2 (4.11)
Fu¨r die in der numerischen Berechnung angesetzte Querdehnzahl ν = 0,25,
dem Schubmodul G = 24 MPa und der Lastamplitude P = p · pi · r2 =
10 kPa · pi · (0,40 m)2 ≈ 5,0 kPa ergeben sich folgende, in Tabelle 4.3 zu-
sammengestellte Vertikalverschiebungen im Abstand r von der Anregung.
Abstand r [m] 20 40 60 80 100
Verschiebung uy [-] 1,25 · 10−6 6,25 · 10−7 4,17 · 10−7 3,13 · 10−7 2,5 · 10−7
Tabelle 4.3: Verschiebungen uy nach Gleichung (4.10) im Abstand r von
der Anregung.
Die numerisch berechneten Verschiebungen in Abbildung (4.14) stimmen
gut mit den analytisch berechneten Verschiebungen in Tabelle 4.3 u¨berein.
Noch deutlicher wird das in der normierten Darstellung der Verschie-
bungen, die sich aufgrund des statischen Abnahmegestzes entsprechend
Gleichung (4.10) anbietet. Diese Darstellung wurde auch in der Originalli-
teratur von Pekeris [Pek55] verwendet.
Dabei wird auf der Horizontalachse die Zeit t auf das Verha¨ltnis von
Scherwellengeschwindigkeit cs zum Abstand von der Punktquelle r be-
zogen, wodurch man die dimensionslose Gro¨ße cs · t/r erha¨lt. Durch die
Normierung der Vertikalverschiebungen bezogen auf das Verha¨ltnis von
Schubmodul G und Abstand von der Punktquelle r zur Lastamplitude P
erha¨lt man auf der Vertikalachse ebenfalls eine dimensionslose Gro¨ße.
In Abbildung 4.15 sind die Ergebnisse der numerischen Berechnungen
mit unterschiedlichen FE-Netzen sowie vergleichend dazu die analytische
Lo¨sung von Pekeris [Pek55], die mit dem Hilfe des Programms von Verruijt
[Ver06] ermittelt wurde, und Ergebnisse numerischer Berechnungen mit
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der Randelementmethode aus [Nei94] dargestellt.
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Abbildung 4.15: Vergleich der analytischen Lo¨sung von Pekeris mit Ergeb-
nissen numerischer Berechnungen fu¨r die bezogene Vertikalverschiebung an
der Halbraumoberfla¨che.
Im Verlauf der analytischen Lo¨sung von Pekeris [Pek55] ist das Eintreffen
der Kompressionswelle und besonders der Rayleighwelle deutlich erkennbar.
Beim Eintreffen der Rayleighwelle steigt die nach oben gerichtete Verschie-
bung sehr steil an und nimmt anschließend bis auf die nach unten gerichtete
statische Vertikalverschiebung sprunghaft ab.
Die Gro¨ße der Vertikalverschiebungen nach Durchlauf der Wellen wird mit
der numerischen Berechnung sehr gut wiedergegeben und ist nahezu de-
ckungsgleich mit der analytischen Lo¨sung von Pekeris [Pek55]. Sie ent-
spricht der statischen Lo¨sung fu¨r die Abnahme der Verschiebungen mit
zunehmendem Abstand von der Punktquelle entsprechend der Lo¨sung nach
[Bou85], siehe Gleichung (4.10). Die normierte Vertikalverschiebung betra¨gt
demnach uy ·G · r/P = (1 − ν)/(2 · pi) und damit uy ·G · r/P = 0,119 fu¨r
ν = 0,25. Aufgrund der normierten Darstellung der Vertikalverschiebungen
liegen die Ergebnisse der numerischen Berechnungen mit unterschiedlichem
Abstand von der Punktquelle r in Abbildung 4.15 u¨bereinander.
Bei den numerischen Berechnungen ist das Eintreffen der Kompressions-
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welle ebenfalls gut erkennbar, jedoch ko¨nnen die sprunghaften A¨nderungen
im Verschiebungsverlauf beim Eintreffen der Rayleighwelle nur bedingt wi-
dergegeben werden. Die nach oben gerichteten Verschiebungen beim Ein-
treffen der Scher- und Rayleighwelle werden durch die finiten Abmessungen
der Elemente ausgerundet und verschmiert [Nei94]. Die Ursache dafu¨r liegt
ebenfalls gema¨ß [Nei94] daran, dass es aufgrund der geringen Laufzeitun-
terschiede der Scher- und Rayleighwelle (cr ≈ cs) zu keinem eindeutigen
Lo¨sen der Rayleighwelle von der Scherwelle kommt.
Anhand der unterschiedlichen Kurvenverla¨ufe der numerischen Berechnun-
gen mit unterschiedlichen Knotenabsta¨nden der finiten Elemente lc, Zeit-
schritten ∆t und Absta¨nden zur Anregungsquelle r im Bereich zwischen
dem Eintreffen der S- und R-Welle in Abbildung 4.15 ist folgendes zu er-
kennen: Je feiner das numerische Modell diskretisiert wird und je gro¨ßer
der Abstand von der Punktquelle ist, desto besser kann der Laufzeitunter-
schied zwischen S- und R-Welle erfasst werden und umso na¨her liegt die
numerische Berechnung an der analytischen Lo¨sung.
Bei der numerischen Untersuchung des Problems von Lamb [Lam04] mit
dem singula¨ren Impuls zum Zeitpunkt t = 0 gelangt man zu vergleichba-
ren Schlußfolgerungen. Die numerischen Berechnungen fu¨r die in Abbildung
4.16 dargestellten Ergebnisse wurden fu¨r das in Abbildung 4.11 dargestellte
FE-Modell mit den Abmessungen 160 x 100 m sowie die dort angegebene
Impulsbelastung unter Verwendung der Parameter fu¨r das linear elastische
Stoffgesetz nach Tabelle 4.1, einem Knotenabstand lc = 0,40 m und einem
Zeitschritt ∆t = 0,001 s gefu¨hrt.
Wie in Abbildung 4.16 zu sehen, erha¨lt man mit zunehmender Diskretisie-
rung bzw. mit gro¨ßer werdendem Abstand von der Punktquelle eine deutli-
chere Unstetigkeit im Verschiebungsverlauf beim Einsatz der R-Welle. Der
Einsatz der P-, S- und R-Wellen ist jedoch bei allen Kurvenverla¨ufen der
numerischen Berechnungen gut sichtbar und man erha¨lt insgesamt eine
qualitativ gute U¨bereinstimmung mit der jeweils daru¨ber dargestellen Kur-
ve der analytischen Berechnung von Lamb fu¨r die Vertikal- und Horizon-
talverschiebungen. Der charakteristische Verlauf des Verschiebungsvektors
entsprechend einer anna¨hernd senkrechten Ellipse, die retrograd durchla¨uft,
wird mit der numerischen Berechnung sehr gut wiedergegeben.
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Abbildung 4.16: Vergleich der analyt. Lo¨sung [Lam04] mit Ergebnissen nu-
merischer Berechnungen fu¨r die bezogene Horizontalverschiebung (oben),
Vertikalverschiebung (Mitte) u¨ber die bezogene Zeit und Teilchenverschie-
bung an der Halbraumoberfla¨che (unten).
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Zusammenfassend la¨sst sich feststellen, dass die analytischen Lo¨sungen
von Lamb [Lam04] und Pekeris [Pek55] mit den numerischen Berechnun-
gen sowohl im qualitativen Verlauf als auch von der Gro¨ße der Wellenge-
schwindigkeiten und der Verschiebungsamplituden gut wiedergegeben wer-
den ko¨nnen. Lediglich die Diskontinuita¨t im Verschiebungsverlauf beim
Eintreffen der Rayleighwelle bei der analytischen Lo¨sung von Pekeris wird
durch die Diskretisierung der einzelnen Elemente und der Zeitschritte bei
der numerischen Berechnung gegla¨ttet bzw. numerisch geda¨mpft. Je kleiner
die Zeitschritte und je kleiner die Knotenabsta¨nde, desto geringer ist diese
Gla¨ttung.
Da in der Praxis jedoch keine Punktlast, sondern eine auf eine gewisse
Fla¨che verteilte Last einwirkt, weiterhin keine stoßartige Belastung, son-
dern der Eintrag mit einer endlichen Frequenz (u¨blicherweise f ≤ 100 Hz)
erfolgt und der Boden außerdem eine hysteretische Da¨mpfung aufweist,
tritt die Diskontinuita¨t im Verschiebungsverlauf beim Eintreffen der Ray-
leighwelle nicht auf. Die exakte Wiedergabe dieses Pha¨nomens ist deshalb
in den numerischen Berechnungen nicht notwendig.
Halbsinusfo¨rmige Anregungen
Im Folgenden werden numerische Berechnungen mit halbsinusfo¨rmigen An-
regungen mit 5, 10 und 20 Hz fu¨r das in Abbildung 4.11 dargestellte Modell
mit den Abmessungen 40 x 25 m untersucht. Dabei werden fu¨r ausgewa¨hlte
Punkte in unterschiedlichem Abstand von der Anregungsquelle die Verfor-
mungen und Scherdehnungen γ berechnet und bewertet.
In Abbildung 4.17 sind die Ergebnisse der Vertikalverformungen in un-
terschiedlichem vertikalem und horizontalem Abstand von der dynamisch
belasteten Fla¨che mit r0 = 0,4 m entsprechend Abbildung 4.11 dargestellt.
In Abbildung 4.17 sind fu¨r den Verformungspunkt mit 1 m horizontalem
bzw. vertikalem Abstand relativ geringe Unterschiede der Verformungsam-
plituden infolge der unterschiedlichen Anregungen mit 5, 10 und 20 Hz zu
sehen. Mit zunehmendem Abstand werden einerseits die Verformungsam-
plituden deutlich kleiner, andererseits nehmen jedoch auch die Unterschiede
zwischen den Amplituden bei den unterschiedlichen Anregungen von 5, 10
und 20 Hz zu.
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Abbildung 4.17: Vertikalverformungen in jeweils 1 m, 3 m und 5 m vertika-
lem Abstand (oben) und horizontalem Abstand (unten) von der dynamisch
belasteten Fla¨che fu¨r halbsinusfo¨rmige Anregungen mit 5, 10 und 20 Hz,
linear elastisches Stoffgesetz.
Neben den Verformungen werden auch die Scherdehnungen γ als beson-
ders charakteristische Gro¨ße fu¨r die Beurteilung einer dynamischen Bean-
spruchung ermittelt. Entsprechend Gleichung (1.4) betra¨gt fu¨r einen be-
liebigen zweidimensionalen Dehnungszustand die Scherdehnungsinvariante
γ = 2 · √IIe, unabha¨ngig von der Drehung des Koordinatensystems.
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Entsprechend der im FE-Programm Tochnog [Rod12] definierten Invari-
ante sd ept =
√
(ε1 − εv/3)2 + (ε2 − εv/3)2 + (ε3 − εv/3)2 =
√
2 · IIe des
deviatorischen Dehnungstensors erha¨lt man die Scherdehnungsinvariante γ
durch Multiplikation von sd ept mit
√
2.
Vergleichend dazu wird der Quotient aus der resultierenden Schwingge-
schwindigkeit vres =
√
v2x + v2y + v2z und der Scherwellengeschwindigkeit cs
betrachtet, da in der Praxis ha¨ufig fu¨r die Ermittlung Scherdehnungsam-
plitude γ = vres/cs gleichgesetzt wird. So ist diese vereinfachte Berechnung
beispielsweise auch in der DIN 45672-1 [DIN09] fu¨r die Auswertung von
Schwingungsmessungen angegeben.
In Abbildung 4.18 sind die Ergebnisse der Scherdehnungen γ sowie ver-
gleichend dazu der Quotient vres/cs in unterschiedlichem Abstand von der
dynamisch belasteten Fla¨che fu¨r die halbsinusfo¨rmigen Anregungen mit 5,
10 und 20 Hz dargestellt.
In Abbildung 4.18 a) ist fu¨r den betrachteten Punkt (x = 0,4 m; y = −0,4
m) zu sehen, dass die Scherdehnungen γ bei f = 5, 10 und 20 Hz anna¨hernd
gleich groß sind. Hingegen ist der Quotient vres/cs aufgrund der anna¨hernd
doppelten Anregungsfrequenz bei 20 Hz anna¨hernd doppelt so groß wie bei
10 Hz und bei 10 Hz wiederum anna¨hernd doppelt so groß wie bei 5 Hz.
Das Verhalten in diesem lastnahen Bereich, im Weiteren als Nahbereich
bezeichnet, ist a¨hnlich einem zyklischen Triaxialversuch, bei dem die
Scherdehnung hauptsa¨chlich von der Lastamplitude und kaum von der
Anregungsfrequenz abha¨ngt. Eine Verdoppelung der Anregungsfrequenz
bei gleicher Lastamplitude fu¨hrt dabei zu einer anna¨hernd doppelt so
großen Schwinggeschwindigkeit, wa¨hrend die Scherdehnungsamplitude in
etwa gleich groß bleibt. Folglich gilt in diesem Nahbereich die Gleichung
γ ≈ vres/cs nicht, siehe auch [WH10b].
Fu¨r die Berechnungen mit einer Frequenz von f = 20 Hz gibt es fu¨r alle
drei betrachteten Punkte (x = 3 m; y = −3 m), (x = 6 m; y = −6 m) und
(x = 12 m; y = −12 m) eine gute U¨bereinstimmung zwischen der Scherdeh-
nung γ und dem Quotienten vres/cs, siehe Abbildung 4.18. Analog ergibt
sich diese U¨bereinstimmung fu¨r die Berechnungen mit f = 10 Hz fu¨r die
beiden betrachteten Punkte (x = 6 m; y = −6 m) und (x = 12 m; y = −12
m). Hingegen erha¨lt man γ ≈ vres/cs bei den Berechnungen mit f = 5 Hz
nur fu¨r den betrachteten Punkt (x = 12 m; y = −12 m). Bei abnehmender
Frequenz wird folglich der Abstand r kleiner, ab dem γ ≈ vres/cs betra¨gt.
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Abbildung 4.18: Scherdehnungen in jeweils 0,4 m, 3 m, 6 m und 12 m hori-
zontalem und vertikalem Abstand von der dynamisch belasteten Fla¨che fu¨r
halbsinusfo¨rmige Anregungen mit 5, 10 und 20 Hz entsprechend Abbildung
4.11, linear elastisches Stoffgesetz.
In Abbildung 4.19 ist das Verha¨ltnis γ zu vres/cs in Abha¨ngigkeit vom
Abstand r zur dynamisch belasteten Fla¨che fu¨r Anregungen mit f = 5, 10
und 20 Hz dargestellt. Die Ergebnisse wurden auf Grundlage numerischer
Berechnungen mit dem in Abbildung 4.11 dargestellten Modell mit dem
Radius der Lastfla¨che r0 = 0,40 m und linear elastischem Stoffgesetz mit
den Parametern nach Tabelle 4.1, u. a. mit cr = 106,2 m/s ermittelt.
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 163 — #169
4.2 Wellenausbreitung im Halbraum 163
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
0 5 10 15Abstand r [m]
V e
r h
ä l
t n
i s
 γ  /
 ( v
r e
s /
c s
)  [
- ]
05 Hz, numerisch
10 Hz, numerisch
20 Hz, numerisch
05 Hz, approximiert
10 Hz, approximiert
20 Hz, approximiert
1,0 ± 10 % 
Toleranzbereich
Abbildung 4.19: Verha¨ltnis γ zu vres/cs in Abha¨ngigkeit vom Abstand r
zur dynamisch belasteten Fla¨che fu¨r Anregungen mit f = 5, 10 und 20
Hz im Ergebnis numerischer Berechnungen nach Abbildung 4.11 mit linear
elastischem Stoffgesetz sowie Approximation.
Die Datenpunkte (Karos, Quadrate und Dreiecke) in Abbildung 4.19 zeigen
die Ergebnisse der numerischen Berechnungen in den jeweiligen betrachte-
ten Punkten diagonal unter der Belastungsfla¨che ri =
√
x2i + y
2
i mit i = 1,
2, 3 ... 12. Anschließend wurden die Datenpunkte zu Kurven approximiert.
Fu¨r geringe Absta¨nde r betra¨gt γ/(vres/cs) >> 1. Mit zunehmendem
Abstand r na¨hert sich das Verha¨ltnis γ/(vres/cs) dem Wert 1 an. Dabei
wird der in Abbildung 4.19 dargestellte Toleranzbereich von γ/(vres/cs) =
1,0 ± 10 % fu¨r die Berechnungen mit f = 20 Hz bei r ≈ 4,2 m, mit f = 10
Hz bei r ≈ 7,4 m und mit f = 5 Hz bei r ≈ 14,2 m erreicht. Der Abstand
r, ab dem γ ≈ vres/cs betra¨gt, ha¨ngt somit anna¨hernd linear von der An-
regungsfrequenz ab.
Weitere numerische Berechnungen mit Variation des Radius der Last-
fla¨che (r0 = 0,20 m, r0 = 0,40 m) und der Rayleighwellengeschwindigkeit
(cr = 106,2 m/s, cr = 212,4 m/s) ergaben, dass eine Verdoppelung der Wel-
lengeschwindigkeit anna¨hernd auch zu einer Verdoppelung des Abstandes
r fu¨hrt, ab dem γ/(vres/cs) innerhalb des in Abbildung 4.19 dargestellten
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Toleranzbereiches liegt. Hingegen zeigt r0 nur einen relativ geringen Ein-
fluss auf den Abstand r. Der Abstand r vergro¨ßert sich lediglich summativ
um die Gro¨ße des Radius r0.
Im Ergebnis der numerischen Untersuchungen kann allgemein der Abstand
r wie folgt nach Gleichung (4.12) abgescha¨tzt werden:
r ≥ r0 + 23 · λr (4.12)
Dabei entspricht λr = cr/f der Wellenla¨nge der Rayleighwelle, siehe auch
[RHW70] oder [S+02].
Bei hochfrequenten oder impulsfo¨rmigen Anregungen, wie z.B. fu¨r die von
Pekeris [Pek55] und Lamb [Lam04] untersuchten Belastungen (siehe Ab-
bildung 4.13), ist r zumeist sehr klein. Je geringer jedoch die Anregungs-
frequenz wird, umso gro¨ßer wird r und damit der Nahbereich, in dem die
Beziehung γ ≈ vres/cs nicht gilt.
Der Abstand r ist dabei in etwa so groß wie rg fu¨r die Beschreibung der
Grenze zwischen Nahfeld und Fernfeld mit rg ≈ λr nach [S+02] bzw.
rg ≈ 1/2 · cs/f nach [Aue81], was unter Beru¨cksichtigung von Gleichung
(4.9) in etwa rg ≈ 0,55 ·λr entspricht. Die Grenze rg dient nach [Aue81] da-
bei der Beurteilung der Wellenausbreitung an der Halbraum- bzw. Schich-
toberfla¨che. Im Fernfeld dominiert die Rayleighwelle so stark, dass verein-
fachend nur mit der Rayleighwelle gerechnet werden kann. Dabei betra¨gt
die Abnahmefunktion der Verschiebungsamplitude u analog der Abnahme-
funktion fu¨r die Rayleighwelle u ∼ 1/√r, wa¨hrend man im Nahfeld ent-
sprechend Gleichung (4.11) u ∼ 1/r erha¨lt.
Die Unterscheidung in Nah- und Fernbereich in diesem Abschnitt verdeut-
licht hingegen das unterschiedliche Bodenverhalten im unmittelbaren Be-
reich unterhalb der Lasteintragung, wo in der Regel das gro¨ßte Potential
an bleibenden Verformungen infolge dynamischer Belastung entsteht. Da-
zu wurden in den numerischen Berechnungen Dehnungspunkte im Winkel
von 45◦ unter der dynamisch belasteten Fla¨che betrachtet, die sich damit
im sogenannten Scherfenster nach [Woo68] (siehe auch Titelseite in [S+02])
befinden.
Im entsprechend großen Abstand r von der Anregung la¨sst sich die sich
ausbreitende Welle anna¨hernd einer Scherwelle zuordnen, bei der sich die
Welle entsprechend Abbildung 4.12 (Mitte) in La¨ngsrichtung ausbreitet
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und die maximalen Verformungen senkrecht dazu auftreten. Unter diesen
Voraussetzungen kann die Wellenausbreitung auf ein anna¨hernd eindimen-
sionales Problem zuru¨ckgefu¨hrt werden und entsprechend den Herleitungen
in [Ach84] oder [TG70] gilt die Beziehung γ = vres/cs, wie im Folgendem
gezeigt wird.
Durch Drehung des Koordinatensystems erha¨lt man den Fall, dass sich die
Welle eindimensional in x-Richtung ausbreitet und die Verschiebungen mit
der maximalen Amplitude ures senkrecht dazu auftreten, siehe Abbildung
4.20.
y uy,0
uy(x,t)
x
δx
δy
δuy
γ (x,t) = δuy / δx
Abbildung 4.20: Scherdehnung bei eindimensionaler Wellenausbreitung
Die Ansatzfunktion fu¨r die Verschiebung uy(x,t) kann unter Verwendung
der Wellenzahl k = 2pi/λ = ω/c wie folgt nach Gleichung (4.13) geschrieben
werden:
uy(x,t) = uy,0 · cos [k · (x− cs · t)] . (4.13)
Leitet man diese Ansatzfunktion partiell nach dem Weg (∂x) sowie nach
der Zeit (∂t) ab, erha¨lt man:
u′y =
∂uy
∂x
= −uy,0 · k · sin [k · (x− cs · t)] und (4.14)
u˙y =
∂uy
∂t
= cs · uy,0 · k · sin [k · (x− cs · t)] . (4.15)
Wie in Abbildung 4.20 dargestellt, betra¨gt fu¨r den eindimensionalen Fall
die Scherdehnung
γ(x,t) =
∂uy
∂x
. (4.16)
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Setzt man Gleichung (4.16) in Gleichung (4.14) ein, erha¨lt man
γ(x,t) = −uy,0 · k · sin [k · (x− cs · t)] . (4.17)
Bildet man nun den Quotienten aus (4.17) und (4.15), ergibt sich:
γ(x,t)
u˙y
=
−uy,0 · k · sin [k · (x− cs · t)]
cs · uy,0 · k · sin [k · (x− cs · t)] = −
1
cs
(4.18)
Nach Gleichung (4.16) ergibt sich folglich die maximale Scherdehnungs-
amplitude γ aus dem Quotienten der resultierenden Schwinggeschwindig-
keit u˙res = vres und der Scherwellengeschwindigkeit cs. Deshalb betra¨gt im
Fernbereich fu¨r die betrachteten Punkte im Winkel von 45◦ unter der dyna-
misch belasteten Fla¨che das Verha¨ltnis γ/(vres/cs) ≈ 1,0, siehe Abbildung
4.19.
Wie weitere numerische Berechnungen auf der Halbraumoberfla¨che sowie
senkrecht unter der Lastfla¨che zeigten, sind die Unterschiede zwischen Nah-
bereich und Fernbereich analog den betrachteten Punkten im Winkel von
45◦ unter der dynamisch belasteten Fla¨che deutlich und r kann ebenfalls
nach Gleichung (4.12) abgescha¨tzt werden.
Bei Betrachtung der Scherdehnungen auf bzw. dicht unterhalb der Halb-
raumoberfla¨che ist jedoch außerdem zu beachten, dass die maximale Scher-
dehnungsamplitude infolge der Rayleighwelle γr kleiner als der Quotient
vres/cs ist, wie Niemunis [Nie95] mittels numerischer Berechnungen gezeigt
hat. Da sich im lastnahen Bereich P-, S- und R-Wellen u¨berlagern, kann
daraus jedoch keine Schlussfolgerung fu¨r das Verha¨ltnis γ/(vres/cs) im Nah-
bereich gezogen werden. Auf der Halbraumoberfla¨che im Fernbereich, wo
die Verformungen und Dehnungen nahezu vollsta¨ndig der Rayleighwelle zu-
geordnet werden ko¨nnen, betra¨gt jedoch γ ≈ γr < vres/cs.
Das unterschiedliche dynamische Verhalten im Nah- und Fernbereich
der Belastung fu¨r Schwingungen innerhalb einer Schicht wurde auch in
[WH10b] fu¨r geschichteten Untergrund gezeigt. Demnach ha¨ngt das Mate-
rialverhalten (Dehnungen, Verformungen) im Nahbereich vorwiegend von
der zyklischen Belastung (Amplitude, Frequenz) ab, wa¨hrend es im Fernbe-
reich im Wesentlichen von den Massentra¨gheitskra¨ften und der Energiedis-
sipation infolge der Wellenausbreitung (Abstrahlungsda¨mpfung) sowie der
Eigenfrequenz der Schicht abha¨ngt.
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4.2.3 Bilinear anelastisches Materialverhalten
Im Folgendem werden numerische Berechnungen mit halbsinusfo¨rmigen An-
regungen mit 5, 10 und 20 Hz fu¨r das in Abbildung 4.11 dargestellte Modell
mit den Abmessungen 40 x 25 m unter Verwendung des bilinearen Stoffge-
setztes mit den Parametern nach Tabelle 4.1 untersucht.
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Abbildung 4.21: Vertikalverformungen in jeweils 1 m, 3 m und 5 m vertika-
lem Abstand (oben) und horizontalem Abstand (unten) von der dynamisch
belasteten Fla¨che fu¨r halbsinusfo¨rmige Anregungen mit 5, 10 und 20 Hz,
bilineares Stoffgesetz.
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In Abbildung 4.21 sind die Vertikalverformungen uy und in Abbildung 4.22
sind die Scherdehnungen γ dargestellt. Dabei werden jeweils die gleichen
Punkte wie bei den numerischen Berechnungen mit dem linear elastischen
Stoffgesetz in Abschnitt 4.2.2 betrachtet.
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Abbildung 4.22: Scherdehnungen in jeweils 0,4 m, 3 m, 6 m und 12 m hori-
zontalem und vertikalem Abstand von der dynamisch belasteten Fla¨che fu¨r
halbsinusfo¨rmige Anregungen mit 5, 10 und 20 Hz entsprechend Abbildung
4.11, bilineares Stoffgesetz.
Sowohl bei den Verformungen als auch bei den Scherdehnungen sind als we-
sentliche Besonderheit bei den Berechnungen mit dem bilinearen Stoffgesetz
die relativ großen bleibenden Verformungen bzw. Dehnungen zu erkennen.
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Bedingt durch die 4-fache Entlastungssteifigkeit gegenu¨ber der Belastungs-
steifigkeit betragen die bleibenden Verformungen und Dehnungen ca. 75 %
der maximalen elastischen Verformungen bzw. Dehnungen.
In Abbildung 4.21 ist zu sehen, dass die Verformungsamplituden mit zu-
nehmenden Abstand von der dynamisch belasteten Fla¨che, analog den Er-
gebnissen bei den Berechnungen mit linear elastischem Stoffgesetz (siehe
Abbildung 4.17) deutlich abnehmen. Bei gro¨ßerer Frequenz (20 Hz) ist die
Abnahme noch gro¨ßer als bei 10 Hz und 5 Hz. Die jeweiligen Verformungs-
amplituden sind dabei um ca. 25 % geringer als bei der Berechnung mit
linear elastischem Stoffgesetz und gleicher Erstbelastungssteifigkeit.
Beim Vergleich der Scherdehnungen der elastischen und bilinearen Berech-
nung ist erkennbar, dass im lastnahen Bereich fu¨r den betrachteten Punkt
(x = 0,4 m; y = −0,4 m), siehe Abbildungen 4.18 a) und 4.22 a), die ma-
ximalen Scherdehnungsamplituden γmax etwa gleich groß sind. Mit zuneh-
mendem Abstand ist γmax bei der anelastischen Berechnung jedoch geringer
als bei der linear elastischen Berechnung, z.B. fu¨r den betrachteten Punkt
(x = 12 m; y = −12 m) betra¨gt γmax ≈ 3,0−4,0 ·10−7 bei der anelastischen
Berechnung, siehe Abbildung 4.22 d) und γmax ≈ 1,1 − 1,8 · 10−7 bei der
elastischen Berechnung, siehe Abbildung 4.18.
Die Ursache fu¨r diese Unterschiede liegen im Materialverhalten bei der bi-
linearen Berechnung mit deutlich ho¨herer Entlastungssteifigkeit gegenu¨ber
der Belastungssteifigkeit. Wie bei der eindimensionalen Wellenausbreitung
in Abschnitt 4.1.4 kommt es dadurch zu einer Reflektion nach dem Zu-
sammentreffen der Entlastungswelle auf die Belastungswelle. Dabei wird
Energie umgewandelt, die nicht mehr fu¨r die Dehnung in tieferen Bo-
denbereich zur Verfu¨gung steht. A¨hnliche Schlußfolgerungen wurden auch
bei der Untersuchung von elastischen und anelastischen Wellenausbrei-
tungspha¨nomenen in [HG09] gezogen.
4.2.4 Hypoplastisches Materialverhalten
Im Folgendem werden numerische Berechnungen mit halbsinusfo¨rmigen An-
regungen mit 5, 10 und 20 Hz fu¨r das in Abbildung 4.11 dargestellte Modell
mit den Abmessungen 40 x 25 m und der dynamisch belasteten Fla¨che mit
r0 = 0,4 m unter Verwendung des hypoplastischen Stoffgesetztes mit den
Parametern nach Tabelle 4.2 untersucht. Dazu werden wiederum die glei-
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chen Punkte wie bei den numerischen Berechnungen mit dem linear elasti-
schen Stoffgesetz in Abschnitt 4.2.2 betrachtet.
In Abbildung 4.23 sind die Vertikalverformungen uy und in Abbildung 4.24
sind die Scherdehnungen γ dargestellt.
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Abbildung 4.23: Vertikalverformungen in jeweils 1 m, 3 m und 5 m vertika-
lem Abstand (oben) und horizontalem Abstand (unten) von der dynamisch
belasteten Fla¨che fu¨r halbsinusfo¨rmige Anregungen mit 5, 10 und 20 Hz,
hypoplastisches Stoffgesetz.
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Abbildung 4.24: Scherdehnungen in jeweils 0,4 m, 3 m, 6 m und 12 m hori-
zontalem und vertikalem Abstand von der dynamisch belasteten Fla¨che fu¨r
halbsinusfo¨rmige Anregungen mit 5, 10 und 20 Hz entsprechend Abbildung
4.11, hypoplastisches Stoffgesetz.
Der qualitative Verlauf der Verformungen in Abbildung 4.23 sowie die
Gro¨ße der Verformungen fu¨r den Verformungspunkt 1 m unterhalb der dy-
namisch belasteten Fla¨che sind denen mit linear elastischer Berechnung
(siehe Abbildung 4.17) a¨hnlich. Bei der hypoplastischen Berechnung er-
geben sich jedoch nur geringe bleibende Verformungen fu¨r den lastnahen
Punkt in 1 m Tiefe. Mit zunehmendem vertikalem und horizontalem Ab-
stand von der belasteten Fla¨che sind die Verformungen bei der hypoplas-
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tischen Berechnung deutlich niedriger als bei der linear elastischen Berech-
nung aufgrund der Zunahme der Spannungen und damit der Steifigkeiten
mit der Tiefe.
A¨hnliche Ergebnisse erha¨lt man auch beim Vergleich der Scherdehnungen.
Fu¨r den lastnahen Punkt (x = 0,4 m; y = −0,4 m) sind maximalen Scher-
dehnungsamplituden γmax im Ergebnis der hypoplastischen Berechnung in
Abbildung 4.24 a) in etwa so groß wie bei der linear elastischen Berechnung
in Abbildung 4.18 a). Nach dem Durchlauf der halbsinusfo¨rmigen Belastung
verbleiben jedoch bei der hypoplastischen Berechnung bleibende Dehnun-
gen fu¨r diesen lastnahen Punkt.
Mit zunehmendem Abstand von der belasteten Fla¨che sind die Scherdeh-
nungsamplituden γmax bei der hypoplastischen Berechnung jedoch deutlich
kleiner als bei der linear elastischen Berechnung, z.B. fu¨r den betrachteten
Punkt (x = 12 m; y = −12 m) betra¨gt γmax ≈ 6−8 ·10−8 bei der hypoplas-
tischen Berechnung, siehe Abbildung 4.22 d) und γmax ≈ 1,1 − 1,8 · 10−7
bei der elastischen Berechnung, siehe Abbildung 4.18.
Ursache fu¨r diese Unterschiede ist einerseits die spannungs- und dehnungs-
abha¨ngige Steifigkeit in der Formulierung des hypoplastischen Stoffgesetzes,
wodurch es zur Ausbildung von Hystereseschleifen und damit zur Akkumu-
lation bleibender Dehnungen kommt. Andererseits bewirkt die Zunahme
der Spannung durch das Bodeneigengewicht eine Zunahme der Steifigkeit
mit der Tiefe. Wie bei der eindimensionalen Wellenausbreitung in Abschnitt
4.1.5 kommt es dadurch außerdem zu kontinuierlichen Reflexionen und Re-
fraktionen an gedachten Grenzen infinitesimal dicker Schichten mit ho¨herer
Steifigkeit. Das dynamische Verhalten ist dabei a¨hnlich wie bei den von
Vrettos [Vre88] untersuchten inhomogenen elastischen Halbraum bei einem
nicht u¨ber die Tiefe konstanten Schubmodul.
4.2.5 Zusammenfassung der Ergebnisse der Wellenausbrei-
tung
Mit den numerischen Berechnungen in diesem Abschnitt konnte gezeigt
werden, dass man bei geeigneter Wahl der Zeitschritte ∆t, der Element-
gro¨ße bzw. Knotenabsta¨nde lc sowie der Gro¨ße des FE-Netzes und den
Randbedingungen an den Ra¨ndern die Wellenausbreitung im Halbraum
mit unterschiedlichen Stoffgesetzen ausreichend genau erfassen kann. Dabei
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wurden gute U¨bereinstimmungen mit bekannten analytischen Lo¨sungen fu¨r
den elastisch isotropen Halbraum mit stoßartigen Punktlasten nach Lamb
[Lam04] und Pekeris [Pek55] sowohl hinsichtlich dem qualitativen Verlauf
als auch der Gro¨ße der Verformungen erzielt. Lediglich die Diskontinuita¨t
im Verformungsverlauf beim Eintreffen der Rayleighwelle bei der analy-
tischen Lo¨sung von Pekeris wird durch die Diskretisierung der einzelnen
Elemente und der Zeitschritte bei der numerischen Berechnung gegla¨ttet
bzw. numerisch geda¨mpft. Diese Diskontinuita¨t resultiert jedoch nur theo-
retisch aus der stoßartigen Belastung auf einen Punkt im Halbraum und
kommt daher in der Praxis kaum vor.
Mit den numerischen Berechnungen mit typischen, in der Praxis vorkom-
menden Belastungen mit Fla¨chenlasten und halbsinusfo¨rmigen Anregungen
mit 5, 10 und 20 Hz konnte festgestellt werden, dass es deutliche Unterschie-
de im Verhalten im Nahbereich und Fernbereich der dynamisch belasteten
Fla¨che gibt, siehe Abbildung 4.25.
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Abbildung 4.25: Unterschiedliches Bodenverhalten im Nah- und Fernbe-
reich einer dynamisch belasteten Fla¨che einschließlich Bereichsabgrenzung.
In unmittelbarer Na¨he zur Belastungsfla¨che verha¨lt sich der Boden a¨hnlich
wie in einem zyklischen Triaxialversuch, bei dem die Scherdehnung haupt-
sa¨chlich von der Lastampiltude und kaum von der Anregungsfrequenz
abha¨ngt. Eine Verdoppelung der Anregungsfrequenz bei gleicher Lastam-
plitude fu¨hrt dabei zu einer anna¨hernd doppelt so großen Schwinggeschwin-
digkeit, wa¨hrend die Scherdehnungsamplitude in etwa gleich groß bleibt.
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Hingegen ha¨ngt das Materialverhalten im Fernbereich im Wesentlichen
von den Massentra¨gheitskra¨ften und der Energiedissipation infolge der
Wellenausbreitung ab. La¨sst sich im Fernbereich die sich ausbreitende
Welle anna¨hernd einer Scherwelle zuordnen, bei der sich die Welle in
La¨ngsrichtung ausbreitet und die maximalen Verformungen senkrecht dazu
auftreten, kann die Wellenausbreitung auf ein anna¨hernd eindimensiona-
les Problem zuru¨ckgefu¨hrt werden. Nur in diesem Fall gilt die Beziehung
γ ≈ vres/cs.
Bei nichtlinearem Verhalten kommt es sowohl bei Verwendung des bilinea-
ren Stoffgesetzes mit ho¨herer Entlastungssteifigkeit gegenu¨ber der Belas-
tungssteifigkeit als auch beim hypoplastischen Stoffgesetz mit spannungs-
und dehnungsabha¨ngiger Steifigkeit infolge eines dynamischen Lasteintra-
ges zur Ausbildung von Hystereseschleifen und damit zur Akkumulation
bleibender Dehnungen. Bei den Berechnungen mit dem hypoplastischen
Stoffgesetz nimmt die Steifigkeit aufgrund der Zunahme der Spannung
durch das Bodeneigengewicht mit der Tiefe zu. Dadurch kommt es zu kon-
tinuierlichen Reflexionen und Refraktionen an gedachten Grenzen infinite-
simal dicker Schichten mit ho¨herer Steifigkeit.
Insgesamt konnte mit den numerischen Berechnungen gezeigt werden, dass
fu¨r die Erfassung des bodendynamischen Verhaltens ein Zeitschritt ∆t von
ca. 1/(10 · f) bis 1/(5 · f) entsprechend der Empfehlung aus [Nei94] not-
wendig ist. In Abha¨ngigkeit vom gewa¨hlten Zeitschritt ∆t sollte die Ele-
mentgro¨ße bzw. der Knotenabstand lc ≈ ∆t ·cp gewa¨hlt werden, damit eine
ausreichende Anzahl Knoten in dem von den Wellen erfassten Bereiches
vorhanden ist. Die Gro¨ße der Lastfla¨che sollte dabei mindestens 2 · lc eben-
falls nach [Nei94] betragen.
Die Gro¨ße des FE-Netzes ist prinzipiell so zu wa¨hlen, dass ungewollte Re-
flektionen der Wellen an den FE-Ra¨ndern die Berechnungsergebnisse in den
betrachteten Punkten nicht wesentlich beeinflussen. Durch die Modellie-
rung von Federn und Da¨mpfern ko¨nnen die Wellen an den FE-Ra¨ndern ab-
sorbiert werden, wodurch eine Verkleinerung des FE-Netzes mo¨glich ist. Ei-
ne vollsta¨ndige Absorbierung der Wellen ist jedoch nur bei linear elastischen
Materialverhalten mo¨glich, da die Federsteifigkeit und Da¨mpfungskapazita¨t
an den Ra¨ndern als konstante Werte festzulegen sind.
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4.3 Wellenausbreitung im poro¨sen Medium
U¨blicherweise wird bei der Wellenausbreitung der Boden als Ein-Phasen-
Medium betrachtet, so z.B. im Abschnitt 4.1 fu¨r die eindimensionale Wel-
lenausbreitung und im Abschnitt 4.2 fu¨r die Wellenausbreitung im Halb-
raum. Tatsa¨chlich weist der Boden jedoch eine poro¨se Struktur aus Korn-
geru¨st und Poren auf. Trifft eine Wellenfront auf diese Struktur, kommt es
neben der Weiterleitung der Wellen auch zu Wechselwirkungen zwischen
dem Korngeru¨st und den Poren, insbesondere wenn diese flu¨ssigkeitsgefu¨llt
sind. Im Folgendem wird untersucht, welche Unterschiede zur Wellenaus-
breitung im Ein-Phasen-Medium bestehen. Dazu wird die sogenannte Biot-
Theorie verwendet, die die Ausbreitung von Wellen im flu¨ssigkeitsgesa¨ttig-
ten, poro¨sen Medium beschreibt.
In [Bio41] werden die Gleichungen fu¨r die Spannungs-Dehnungsbeziehungen
unter Beru¨cksichtigung des Porenwasserdruckes und damit die Theorie
der dreidimensionalen Konsolidation unter linear elastischen Verhalten des
Korngeru¨sts aufgestellt. In [Bio55] erfolgt eine Erweiterung dieser Theo-
rie auf anisotrope Bedingungen. In [Bio56b] wurde die Theorie der dreidi-
mensionalen Konsolidation weiterentwickelt und in U¨bereinstimmung mit
den u¨blichen Spannungs-Dehnungsbeziehungen der Elastizita¨tstheorie ge-
bracht. In [Bio56c] und [Bio56a] erfolgte aufbauend auf der dreidimensio-
nalen Konsolidationstheorie der vorangegangenen Vero¨ffentlichungen die
Theorie der Wellenausbreitung im flu¨ssigkeitsgesa¨ttigten, poro¨sen Medium.
Diese Theorie einschließlich ihrer grundlegenden Konzepte und der Kine-
matik sind in [dB00], [dBE86], [Ehl96] und [Ehl02] ausfu¨hrlich erla¨utert.
Die Biot-Theorie setzt kleine Dehnungen und isotropes, linear elastisches
Materialverhalten voraus. Dabei wird das Porenwasser als inkompressibel
betrachtet, kann aber Luftblasen enthalten. Die Theorie baut auf der drei-
dimensionalen Konsolidationstheorie auf und das Wasser fließt durch das
poro¨se Korngeru¨st nach dem Fließgesetz von Darcy.
4.3.1 Struktur, Zusammensetzung des poro¨sen Mediums
Die Masse m des Einheitsvolumens V eines flu¨ssigkeitsgesa¨ttigten, poro¨sen
Mediums setzt sich aus der Masse des (poro¨sen) Feststoffs ms mit dem
Volumen des Feststoffes Vs und der Masse der Flu¨ssigkeit mf im Porenvo-
lumen Vp zusammen. Der Anteil des Porenvolumens Vp am Gesamtvolumen
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V wird als Porenanteil n bezeichnet. Es gilt:
V = Vs + Vp = (1− n)V + nV und (4.19)
m = ms +mf = ρ · V = [(1− n) ρs + nρf ] · V (4.20)
In Abbildung 4.26 sind die Zusammensetzung des Einheitsvolumens V so-
wie die auf das Einheitsvolumen V bezogenen Teilmassen bzw. Teildichten
dargestellt.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Massenerhaltung für Kontinuum  
n · ρf 
(1-n) ρs 
ρa = -ρ12Einheits- 
volumen V 
 
V = VS + Vf
mf / V 
ms / V 
ρ22 
ρa = -ρ12
ρ11 
Abbildung 4.26: Zusammensetzung des Einheitsvolumens V aus Feststoff-
bzw. Porenvolumen und Zusammensetzung der Gesamtdichte ρ aus den
einzelnen Teildichten.
Nach Abbildung 4.26 besteht die Dichte ρ des flu¨ssigkeitsgesa¨ttigten,
poro¨sen Mediums aus den drei Teildichten ρ11, ρ12 und ρ22 nach Gleichung
(4.21):
ρ = (1− n) ρs + nρf = ρ11 + 2 ρ12 + ρ22 = ρ11 − 2 ρa + ρ22 (4.21)
Dabei wird mit ρ11 = (1 − n) ρs + ρa die mit Feststoff verbundene Masse
bezogen auf das Einheitsvolumen V bezeichnet, die sich insgesamt durch
die Flu¨ssigkeit bewegt. Der u¨brige Flu¨ssigkeitsanteil nρf − ρa = ρ22 − 2 ρa
bewegt sich hingegen unabha¨ngig vom Feststoffanteil frei im Porenraum.
Die sogenannte additive Dichte zwischen Feststoff und Flu¨ssigkeit ρa gibt
an, welcher Anteil der Flu¨ssigkeit an den Feststoffanteil gebunden ist.
Die additive Dichte ρa kann dabei einerseits maximal nρf (maßgebend
bei geringem Flu¨ssigkeitsanteil) und andererseits maximal (1 − n) ρs = ρd
(maßgebend bei geringem Feststoffanteil) betragen. Versuchstechnisch kann
man ρa bzw. die mit ρa nach Gleichung (4.22) aus [Gaj96] im Zusammen-
hang stehende Tortuosita¨t τ mittels akustischer und elektrischer Messun-
gen bestimmen. Die Tortuosita¨t ist dabei eine dimensionslose Gro¨ße und
beschreibt die Transporteigenschaften im poro¨sen Medium, [AA09].
ρa = (τ − 1)nρf (4.22)
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In [Gaj96] wurden die Ergebnisse verschiedener Messungen der Tortuo-
sita¨t τ in Abha¨ngigkeit vom Porenanteil n ausgewertet und daraus die in
Gleichung (4.23) enthaltene empirische Beziehung zwischen τ und dem Po-
renanteil n angegeben.
τ ≈ 1√
n
(4.23)
Mit Gleichung 4.22 und der empirischen Beziehung (4.23) kann die additive
Dichte ρa aus dem Porenanteil n und der Dichte der Flu¨ssigkeit ρf nach
Gleichung (4.24) abgescha¨tzt werden:
ρa ≈ ( 1√
n
− 1)nρf (4.24)
4.3.2 Spannungs- und Dehnungsbeziehungen
Im flu¨ssigkeitsgesa¨ttigten, poro¨sen Medium gelten unter isotropen, linear
elastischen Materialverhalten die im Gleichungssystem (4.25) dargestellten
Beziehungen.
σxx
σyy
σzz
τxy
τyz
τzx
σf

=

P P − 2G P − 2G 0 0 0 Q
P − 2G P P − 2G 0 0 0 Q
P − 2G P − 2G P 0 0 0 Q
0 0 0 G 0 0 0
0 0 0 0 G 0 0
0 0 0 0 0 G 0
Q Q Q 0 0 0 R


εxx
εyy
εzz
γxy
γyz
γzx
vol

(4.25)
mit:
G Schubmodul des poro¨sen Korngeru¨stes,
P , Q, R Bodenkonstanten in der Schreibweise von Biot [Bio56b],
P =
(n− 1)2 (Cb − Cs)/n+ (n− 1)Cs + Cl
Cb (Cl − Cs) + (Cb − Cs)/nCs +
4
3
G , [Ish70]
Q =
n[(1− n)Cb − Cs]
nCb(Cl − Cs) + CbCs − C2s
gema¨ß [Ish70]
R =
n2Cb
nCb(Cl − Cs) + CbCs − C2s
gema¨ß [Ish70]
Cl = 1/Kf , Cs = 1/Ks und Cb = 1/K.
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Das Gleichungssystem (4.25) beschreibt die Beziehungen zwischen den to-
talen Normalspannungskomponenten σii, den Schubspannungskomponen-
ten τij , den axialen Dehnungskomponenten εii = ∂ui/∂i und den Scher-
dehnungskomponenten γij = ∂ui/∂j + ∂uj/∂i des Feststoffanteils so-
wie dem Porenwasserdruck σf und der volumetrischen Dehnung des
Flu¨ssigkeitsanteils vol = ∂Ux/∂x+ ∂Uy/∂y + ∂Uz/∂z. Die Indizes i und j
stehen fu¨r x, y, z.
4.3.3 Grenzwerte fu¨r die Wellenausbreitung im flu¨ssigkeits-
gesa¨ttigten, poro¨sen Medium
Im flu¨ssigkeitsgesa¨ttigten, poro¨sen Medium gibt es zwei Grenzwerte, zwi-
schen denen sich die Wellenausbreitung mit ihren Wellengeschwindigkeiten
in Abha¨ngigkeit von der eingetragenen Frequenz f und der Durchla¨ssigkeit
k bewegen kann:
- Sehr hohe viskose Kopplung zwischen Feststoff- und
Flu¨ssigkeitsanteil:
Das Verhalten des flu¨ssigkeitsgesa¨ttigten poro¨sen Mediums entspricht
dem eines Ein-Phasen-Mediums. Die Dissipation ist dabei von we-
sentlicher Bedeutung. Das gilt besonders fu¨r Bo¨den mit geringer
Durchla¨ssigkeit und bei niedriger Anregungsfrequenz.
- Keine Kopplung zwischen Flu¨ssigkeits- und Feststoffanteil vorhanden:
In diesem Fall ist die Dissipation vernachla¨ssigbar und es treffen die
Annahmen aus Anhang C.1 zu. Das gilt besonders fu¨r Bo¨den mit
hoher Durchla¨ssigkeit und bei hoher Anregungsfrequenz.
Bei sehr hoher viskoser Kopplung im flu¨ssigkeitsgesa¨ttigten, poro¨sen Medi-
um bzw. einem Ein-Phasen-Medium gibt es 2 Raumwellen, eine Scherwelle
und eine Kompressionswelle. Die Ausbreitungsgeschwindigkeiten dieser bei-
den Wellen betragen:
cs =
√
G
ρ
und (4.26)
cp =
√
P + 2Q+R
ρ
=
√√√√√Es + (1−K/Ks)2n/Kf + (1−K/Ks − n)/Ks
ρ
(4.27)
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mit:
ρ Dichte des gesa¨ttigten Mediums, ρ = ρsat = (1− n) ρs + nρf
Es Steifemodul des poro¨sen Korngeru¨stes, Es =
1− ν
(1 + ν)(2− ν2) E,
P , Q, R Bodenkonstanten aus den Spannungs-Dehnungsbez. nach Gl. (4.25),
P , Q und R ko¨nnen auch durch n, Kf , Ks und K ausgedru¨ckt werden,
Kf Kompressionsmodul der Flu¨ssigkeit (druck- und temperaturabha¨ngig)
z.B. fu¨r Wasser bei 10◦C unter Normaldruck Kf ≈ 2.080 MN/m2 ,
Ks Kompressionsmodul des Feststoffes, z.B. Quarz Ks ≈ 36.000 MN/m2,
K Kompressionsmodul des Korngeru¨stes; K =
1
3(1− 2ν) E
Wenn keine Kopplung zwischen Flu¨ssigkeits- und Feststoffanteil vorhanden
ist, gibt es 3 Raumwellen (eine Scherwelle cs und zwei Kompressionswellen
cp1 und cp2) im Medium, deren Ausbreitungsgeschwindigkeiten wie folgt
berechnet werden ko¨nnen, siehe auch [Gaj96]:
cs =
√
G
(1− n) ρs + nρf ρanρf+ρa
siehe auch Gleichung (C.15) , (4.28)
cp1 =
√
b+
√
b2 − 4 a c
2 a
und (4.29)
cp2 =
√
b−√b2 − 4 a c
2 a
. (4.30)
mit:
a =(1− n) ρa ρs + n (1− n) ρf ρs + nρa ρf
b =(ρa + nρf )Es
+
[(1− KKs )2 − 2(1− KKs )n+ n2]nρf + (1− KKs )2 ρa + n2 (1− n) ρs
n
Kf
+ 1−K/Ks−nKs
c =
n2Es
n
Kf
+ 1−K/Ks−nKs
4.3.4 Anwendungsbeispiele fu¨r die Theorie von Biot
Im Folgenden wird die Wellenausbreitung an 4 realistischen Beispielen
mit deutlich unterschiedlichen Dichten und Porenanteilen (Sand SE mit
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n = 0,40, organischer Ton OT mit n = 0,60, Torf HZ mit n = 0,80 und
Torf HN mit n = 0,90) untersucht. Dazu sind in Tabelle 4.4 die bodenme-
chanischen Kennwerte und die daraus berechneten Wellengeschwindigkeiten
cs, cp, cp1 und cp2 angegeben. Fu¨r alle 4 Berechnungsbeispiele wurde die
Dichte der Flu¨ssigkeit mit ρf = 1,00 g/cm3 und der Kompressionsmodul
der Flu¨ssigkeit mit Kf = 2.080 MPa (entspricht Wasser bei 10◦C) gewa¨hlt.
Formelzeichen Einheit Sand, SE org. Ton, OT Torf, HZ Torf, HN
Trockendichte ρd [g/cm
3] 1,59 1,00 0,30 0,15
Feststoffdichte ρs [g/cm
3] 2,65 2,50 1,50 1,50
Porenanzahl [-] 0,40 0,60 0,80 0,90
n = 1− ρd/ρs
Wassergehalt [-] 0,252 0,60 2,67 6,00
wsat = nρf/ρd
Schubmodul G [MPa] 60 25 5,0 1,0
Querdehnzahl ν [-] 0,30 0,366 0,40 0,40
Komp.-modul des [MPa] 36.000 36.000 20.000 15.000
Feststoffs Ks
E-Modul des [MPa] 156 68,3 14,0 2,80
Korngeru¨sts E
Steifemodul des [MPa] 210 118 30,0 6,00
Korngeru¨sts Es
Komp.-modul des [MPa] 130 85,0 23,3 2,67
Korngeru¨sts K
Durchl.-beiw. k [m/s] 1,0 · 10−3 1,0 · 10−6 1,0 · 10−5 1,0 · 10−4
Ref.-frequenz f [1/s] 625 9,37 · 105 1,25 · 105 1,40 · 104
keine viskose Kopplung (f >> fref )
add. Dichte ρa [-] 0,232 0,175 0,094 0,049
nach Gl. (4.23)
cs nach Gl. (4.28) [m/s] 185,9 148,4 114,0 71,4
cp1 nach Gl. (4.29) [m/s] 1674 1557 1536 1481
cp2 nach Gl. (4.30) [m/s] 228,6 258,2 244,8 164,6
hohe viskose Kopplung (f << fref )
cs nach Gl. (4.26) [m/s] 173,6 125,0 67,4 30,9
cp nach Gl. (4.27) [m/s] 1.579 1.467 1.525 1.474
Tabelle 4.4: Tabellarische Zusammenstellung der Beispiele
Fu¨r die Steifigkeiten in den Beispielen wurden der Schubmodul G und die
Querdehnzahl ν des Korngeru¨sts plausibel gewa¨hlt. Die anderen Steifigkeit-
sparameter wurden daraus nach den folgenden Beziehungen berechnet:
E = 2 (1 + ν) ·G , Es = 2 (1− ν)1− 2ν ·G und K =
2 (1 + ν)
3 (1− 2ν) ·G
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In Tabelle 4.4 ist zu sehen, dass die Wellengeschwindigkeiten cs und cp1 bei
der Berechnung mit hoher viskoser Kopplung gro¨ßer als bei der Berechnung
ohne viskoser Kopplung sind. Dabei sind die Unterschiede bei geringem Po-
renanteil relativ gering und betragen z.B. fu¨r den Sand SE mit n = 0,40
lediglich ca. 7 %. Bei hohem Porenanteil sind die Unterschiede jedoch si-
gnifikant. Fu¨r den Torf HN mit n = 0,90 ist cs bei hoher viskoser Kopplung
mehr als doppelt so hoch wie cs ohne viskoser Kopplung.
In Tabelle 4.4 sind nur die Wellengeschwindigkeiten mit hoher und ohne
viskoser Kopplung angegeben. Tatsa¨chlich liegen die Wellengeschwindig-
keiten in Abha¨ngigkeit vom Durchla¨ssigkeitsbeiwert k und der Anregungs-
frequenz f zwischen diesen beiden Grenzwerten. In den Abbildungen 4.27,
4.28 und 4.29 sind die numerisch ermittelten Wellengeschwindigkeiten in
Abha¨ngigkeit von f fu¨r die 4 Beispiele dargestellt.
Weiterhin wurden fu¨r die Beispiele Berechnungen mit Teilsa¨ttigung gefu¨hrt,
um qualitativ die Unterschiede zur vollsta¨ndiger Sa¨ttigung aufzuzeigen. Da-
zu wurde das Modell von Schuurman [Sch66] verwendet, in dem die Kom-
pressibilita¨t und Lo¨slichkeit der Luft in den Blasen beru¨cksichtigt werden,
die wesentlich die Steifigkeit des Gemisches beeinflussen. Abbildung 4.30
zeigt die Wellengeschwindigkeit cp1 in Abha¨ngigkeit vom Sa¨ttigungsgrad.
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Abbildung 4.27: Scherwellengeschwindigkeiten in Abha¨ngigkeit von der Fre-
quenz fu¨r die 4 untersuchten Beispiele nach Tabelle 4.4.
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Abbildung 4.28: Wellengeschwindigkeiten der 1. Kompressionswelle in
Abha¨ngigkeit von der Frequenz fu¨r die 4 untersuchten Beispiele nach Ta-
belle 4.4.
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Abbildung 4.29: Wellengeschwindigkeiten der 2. Kompressionswelle in
Abha¨ngigkeit von der Frequenz fu¨r die 4 untersuchten Beispiele nach Ta-
belle 4.4.
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Abbildung 4.30: Wellengeschwindigkeiten der 1. Kompressionswelle in
Abha¨ngigkeit vom Sa¨ttigungsgrad fu¨r die 4 untersuchten Beispiele nach
Tabelle 4.4.
4.3.5 Wertung der Ergebnisse der Wellenausbreitung im
poro¨sen Medium
In Abbildung 4.27 ist zu sehen, dass die Scherwellengeschwindigkeit u¨ber
große Frequenzbereiche anna¨hernd konstant ist und der Wellengeschwindig-
keit cs =
√
G/ρ bei hoher viskoser Kopplung nach Tabelle 4.4 entspricht.
Zu einem Anstieg von cs kommt es erst ab
- f ≈ 100 Hz fu¨r den relativ durchla¨ssigen Sand mit k ≈ 10−3 m/s,
- f ≈ 1.000 Hz fu¨r den Torf HN mit k ≈ 10−4 m/s,
- f ≈ 10.000 Hz fu¨r den Torf HN mit k ≈ 10−5 m/s und
- f ≈ 100.000 Hz fu¨r den organischen Ton OT mit k ≈ 10−6 m/s.
Fu¨r die meisten praktischen Anwendungsfa¨lle mit f ≤ 100 Hz kann man
demnach fu¨r Bo¨den mit Durchla¨ssigkeiten k ≤ 10−3 m/s vereinfachend
davon ausgehen, dass die viskose Kopplung so hoch ist, dass die Wellen-
ausbreitung mit der Wellengeschwindigkeit cs =
√
G/ρ wie bei einem Ein-
Phasen-Medium ist.
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A¨hnlich schaut es auch bei den Wellengeschwindigkeiten der 1. Kompres-
sionswelle aus, siehe Abbildung 4.28. Auch hier ist nur eine geringe Ab-
ha¨ngigkeit der Wellengeschwindigkeit von der Frequenz erkennbar. Nur bei
dem relativ durchla¨ssigen Sand SE mit k ≈ 10−3 m/s sieht man eine ge-
ringe Zunahme von cp1 ab ca. 20 Hz, wobei diese jeweils gro¨ßer als die
Wellengeschwindigkeit der Flu¨ssigkeit bei vollsta¨ndiger Flu¨ssigkeitsfu¨llung
der Poren (≈ 1400 m/s bei Wasser) ist. Aufgrund der relativ geringen Stei-
figkeit des Korngeru¨stes bei den weichen Bo¨den (OT, HZ und HN) ist bei
diesen Bo¨den auch bei hohen Frequenzen die Wellengeschwindigkeit cp1 nur
unwesentlich gro¨ßer als die von Wasser und deshalb eine Zunahme von cp1
mit f in Abbildung 4.28 kaum erkennbar.
Die deutlich niedrigeren Wellengeschwindigkeiten der 2. Kompressionswelle
sind wesentlich sta¨rker von der Frequenz abha¨ngig, siehe Abbildung 4.29.
Sie haben fu¨r die Praxis aber kaum Bedeutung, da ihre Da¨mpfung sehr
hoch ist.
Einen großen Einfluss auf die Kompressionswellengeschwindigkeit hat der
Sa¨ttigungsgrad, siehe Abbildung 4.30. Mit einer abnehmenden Wassersa¨t-
tigung nimmt die Wellengeschwindigkeit deutlich ab und ist bei Sr ≈ 98 %
nur noch so groß wie die Wellengeschwindigkeit des einphasigen Korn-
geru¨sts.
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5.1 Geometrische Situation, Baugrundschichtung
Anhand eines Praxisbeispiels wird das Bodenverhalten unter dynamischer
Belastung infolge Eisenbahnverkehr untersucht und Ergebnisse numerischer
Berechnnungen mit Ergebnissen von Schwingungsmessungen und Langzeit-
verformungsmessungen verglichen. Dabei handelt es sich um eine stark
befahrene Eisenbahnstrecke in Su¨ddeutschland, die auf einem niedrigen
Damm aus gemischtko¨rnigem Boden gefu¨hrt wird. Im Untergrund befin-
den sich sehr weiche, nacheiszeitlich entstandene Seesedimente aus ca. 1,5
m ma¨chtigen Seeton TM/TA und ca. 3,0−4,0 m ma¨chtigen Torf HN/HZ.
Aufgrund eines hohen Instandhaltungsaufwandes mit erforderlichen halb-
ja¨hrlichen Stopfga¨ngen erfolgte eine gleisnahe Ertu¨chtigung mit der Glei-
sumbaumaschine PM 1000-URM [Eur11]. Dabei wurde eine insgesamt 50
cm ma¨chtige, geokunststoffbewehrte Tragschicht aus mineralisch verbesser-
ter Schicht und Tragschichtmaterial aus schwach wasserdurchla¨ssigen Korn-
gemisch (KG 1) eingebaut sowie der Oberbau erneuert.
Zur Beurteilung der dynamischen Beanspruchung erfolgte vor der Ertu¨ch-
tigung in ausgewa¨hlten Messquerschnitten die Ermittlung der bodendy-
namischen Kennwerte mit geophysikalischen Feld- und Laborversuchen so-
wie Schwingungsmessungen und bodendynamische Berechnungen [GEP09].
Zum Nachweis des Ertu¨chtigungserfolges und zur Beurteilung des dynami-
schen Verhaltens erfolgten nach der Ertu¨chtigung im Rahmen eines For-
schungsthemas der DB Netz AG [VLNW10a] erneute Schwingungsmessun-
gen und Langzeitverformungsmessungen u¨ber den Zeitraum von ca. 1 Jahr
nach Wiederinbetriebnahme.
Abbildung 5.1 zeigt den maßgebenden Mess- und Berechnungsquerschnitt
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mit der Baugrundschichtung und den Feldversuchsergebnissen.
Abbildung 5.1: Maßgebender Mess- und Berechnungsquerschnitt mit Bau-
grundschichtung und Ergebnissen der geophysikalischen Untersuchungen
aus [VLNW11].
5.2 Bodenmechanische und bodendynamische
Kennwerte
Zur Planung einer gleisdynamisch, geotechnisch, wirtschaftlich und bau-
zeitlich optimierten Ertu¨chtigungslo¨sung wurden Baugrunduntersuchungen
mit Labor- und Feldversuchen durchgefu¨hrt [Ing09], [igi09] und [GGL09].
Dazu wurden in Gleissperrpausen Kernbohrungen in Gleisachse fu¨r spa¨tere
Downhole-Messungen abgeta¨uft sowie Probenmaterial fu¨r Laborversuche
gewonnen. Weiterhin wurden ungesto¨rte Bodenproben aus Schu¨rfgruben
mittels Ausstechzylinder gewonnen.
Die Feldversuche dienten zur Ermittlung der Scher- und Kompressionswel-
lengeschwindigkeiten cs und cp, aus denen die Steifigkeiten bei kleinen Deh-
nungen berechnet werden ko¨nnen. Diese geophysikalischen Versuche wurden
in Gleisachse, in der die weichen Schichten aus Seeton und Torf von steife-
ren Schichten mit ho¨herer Wellengeschwindigkeit u¨berlagert werden, mittels
Downhole-Messungen und neben dem Damm, wo die Wellengeschwindig-
keit mit der Tiefe zunimmt, mittels refraktionstomographischen Messungen
[GGL09] durchgefu¨hrt.
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Die Anregung fu¨r die Downhole-Messungen erfolgte auf dem Schotter bzw.
auf der Dammschulter durch Hammerschlag vertikal auf eine Stahlplatte
(P-Wellen) bzw. horizontal an einen Scherrechen (S-Wellen). Der Verlauf
von cs und cp sowie der Querdehnzahl ν = 12
(cp/cs)2−2
(cp/cs)2−1 sind am jeweiligen
Ort der Messungen in Abbildung 5.1 dargestellt.
In den untersten drei Zeilen in Tabelle 5.1 sind die Kompressions- und
Scherwellengeschwindigkeiten cp und cs sowie die Querdehnzahl ν fu¨r die
unterschiedlichen Schichten zusammengestellt. Die Ergebnisse fu¨r cs0 sind
auch in [VLNW11] enthalten.
Die Laborversuche wurden vor allem auf die weichen Bo¨den Seeton TM/TA
und Torf HN/HZ konzentriert und hatten vor allem die Beurteilung des
Bodenverhaltens bei kleinen Dehnungen zum Ziel, da durch die dynamische
Belastung des Bodens vor allem eine Beanspruchung bei diesen geringen
Dehnungen auftritt. Deshalb wurden erga¨nzend zu den geophysikalischen
Feldversuchen im Rahmen eines Forschungs- und Entwicklungsprojektes
[VLNW10a] auch Bender-Element (BE)-Versuche und Resonant-Column
(RC)-Versuche sowie zugeho¨rige Klassifizierungsversuche und Dichte-, Was-
sergehalts- und Glu¨hverlustbestimmungen an der TU Berlin [SR10] fu¨r den
Seeton TM/TA und den Torf HN/HZ durchgefu¨hrt. Die Ergebnisse sind
in Abbildung 5.2 dargestellt.
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Abbildung 5.2: Ergebnisse der BE- und RC-Versuche fu¨r den Seeton
TM/TA (links) und den Torf HN/HZ (rechts) mit unterschiedlichen Span-
nungen p und Porenzahlen e.
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 188 — #194
188 Anwendungsbeispiel
Sowohl die Ergebnisse der Tonproben als auch der Torfproben zeigen bei
den Bender-Element-Versuchen um ca. 30 − 50 %, im Mittel um ca. 40
% ho¨here Steifigkeiten (G0) als infolge der kleinen eingetragenen Torsions-
schwingungen (γ ≈ 1 · 10−5 bei den Tonproben bzw. γ ≈ 1 · 10−4 bei den
Torfproben).
Im Seeton wurden bei den in situ durchgefu¨hrten Downhole-Messungen
in Gleisachse mit p′ ≈ 20 − 35 kPa um ca. 20 % gro¨ßere S-
Wellengeschwindigkeiten als im BE-Versuch bzw. um ca. 40 % gro¨ßere S-
Wellengeschwindigkeiten als im RC-Versuch ermittelt. Die Steifigkeit (G0)
ist damit bei dem im Feld durchgefu¨hrten Downhole-Messungen um ca. 50
% gro¨ßer als im Bender-Element-Versuch bzw. ca. doppelt so groß wie im
Resonant-Column-Versuch. Das deckt sich mit Ergebnissen aus der Lite-
ratur, wonach in Feldversuchen ha¨ufig gro¨ßere Steifigkeiten als im Labor
ermittelt werden, siehe auch Abschnitt 2.4.
Bei den Torfproben ist der Unterschied zwischen den Feld- und Labor-
versuchen noch gro¨ßer. Hier wurde bei den Downhole-Messungen in Glei-
sachse mit p ≈ 46 kPa fast doppelt so große Scherwellengeschwindigkeiten
wie im BE-Versuch bzw. sogar um das ca. 2,3-fache gro¨ßere Scherwellenge-
schwindigkeiten als im Resonant-Column-Versuch ermittelt. Die Steifigkeit
(G0) ist damit bei dem im Feld durchgefu¨hrten Downhole-Messungen fast
viermal so groß wie im BE-Versuch bzw. reichlich fu¨nfmal so groß wie im
Resonant-Column-Versuch. Ursache neben der auch bei anderen Bodenma-
terial vorhandenen A¨nderung des Spannungszustandes durch Probenent-
nahme, Transport und Probeneinbau sowie dem Spannungsverha¨ltnis (in
situ anna¨hernd normalkonsolidiert, K0 ≈ 0,55, im Labor anna¨hernd iso-
trop K0 ≈ 1,0) ist mo¨glicherweise auch die in situ noch gut vorhandene
Faserstruktur des Torfes, die durch die Probenentnahme und den Proben-
einbau im Labor ebenfalls gesto¨rt wird, sowie die Anisotropie des Torfes,
die jedoch nicht weiter untersucht wurde.
Fu¨r Standsicherheitsuntersuchungen wurden auch Triaxialversuche zur Be-
stimmung der Scherfestigkeit sowie O¨dometerversuche durchgefu¨hrt. Diese
werden im Abschnitt 5.7 betrachtet, wo sie mit den Berechnungsergebnissen
an Elementversuchen mit dem hypoplastischem Stoffgesetz verglichen wer-
den. Im Zuge dieser Untersuchungen wurden außerdem weitere Indexver-
suche durchgefu¨hrt. Die Ergebnisse aller Klassifizierungsversuche, Dichte-,
Wassergehalts- und Glu¨hverlustbestimmungen sind mit Mittelwert und An-
gabe eines Streubereiches in Tabelle 5.1 zusammengestellt.
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In Tabelle 5.1 sind außerdem der Spannungsbereich der einzelnen Schich-
ten mit dem entsprechendem Mittelwert angegeben. Die mittlere effektive
Spannung p′ ergibt sich aus der effektiven Vertikalspannung σ′v und dem
Ruhedruckbeiwert K0 zu p′ = (1 + 2K0)/3 ·σ′v. Fu¨r die Bodenschichten im
Unterbau und Untergrund wird vereinfachend die Formel von Jaky [Jak44]
K0 = 1 − sinϕ′ verwendet, die fu¨r die Abscha¨tzung von anna¨hernd nor-
malkonsolidierten Bo¨den verwendet werden kann. Dabei wird fu¨r ϕ′ der
kritische Reibungswinkel ϕc nach Tabelle 5.7 angesetzt.
Bezeichn. Schotter Tragschicht Damm Seeton Torf Torf Untergr.
Bodengr. GE, X GW GU/GT TM/TA HN/HZ HN/HZ GU/GT
Messort Gl.-achse Gl.-achse Gl.-achse Gl.-achse Gl.-achse Dammfuß Dammfuß
Tiefe 0,2− 0,6 0,6− 1,1 1,1− 1,6 1,6− 3,1 3,1− 6,2 0,0− 4,3 4,3− 10,0
unter GOK  0,40  0,85  1,35  2,35  3,30  2,15  7,15
eff. V.-Span. 5− 10 10− 20 20− 30 30− 50 50− 65 5− 43 43− 100
σ′v [kPa]  7  15  25  40  57  24  72
Ruhedruck 2,7− 1,6 1,5− 1,0 ≈ 0,50 ≈ 0,55 ≈ 0,55 ≈ 0,55 ≈ 0,50
K0 [-] ≈ 2,0 ≈ 1,2
m. eff. Span. 9− 15 13− 20 13− 20 20− 35 35− 45 4− 30 29− 67
p′ [kPa]  12  17  17  28  40  17  48
Wassergeh. ≈ 5 ≈ 5 10− 20 40− 60 450− 500 450− 700 ≈ 20
w [%]  15  50  475  550
 500
vGl [%] − − −  8  90  90 −
Dichte ≈ 1,75 ≈ 2,20 ≈ 2,00 1,70− 1,75 1,00− 1,05 1,00− 1,03 ≈ 2,08
ρ [g/cm3]  1,73  1,03  1,02
 1,03
Trockend. ≈ 1,67 ≈ 2,10 ≈ 1,74 1,10− 1,20 0,17− 0,20 0,13− 0,20 ≈ 1,74
ρd [g/cm
3]  1,15  0,18  0,17
 0,172
Feststoffd. ≈ 2,77 ≈ 2,65 ≈ 2,65 2,64− 2,67 1,50− 1,60 1,50− 1,60 ≈ 2,65
ρs [g/cm
3]  2,65  1,55  1,55
Porenzahl ≈ 0,66 ≈ 0,265 ≈ 0,52 1,21− 1,41 7,0− 7,8 7,0− 11,0 ≈ 0,52
e [-]  1,30  7,5  8,5
 8,0
S-Welleng. ≈ 230 ≈ 260 ≈ 130 100− 120 70− 100 50− 90 ≈ 180
c/s [m/s]  110  85  70
P-Welleng. ≈ 430 ≈ 490 ≈ 320 340− 400 340− 400 150− 340 ≈ 1050
cp [m/s]  370  370  250
Querdehnz. ≈ 0,30 ≈ 0,30 ≈ 0,40 ≈ 0,45 ≈ 0,47 ≈ 0,46 ≈ 0,485
ν [-]
Tabelle 5.1: Schichtgrenzen und Abscha¨tzung der Spannungen in den Bo-
denschichten im Messquerschnitt nach Abbildung 5.1 sowie Ergebnisse der
Labor- und Feldversuche.
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Der Schotter und die Tragschicht sind durch die unmittelbar daru¨ber
einwirkende dynamische Belastung u¨berkonsolidiert. Der U¨berkonsoli-
dierungsgrad OCR = σ′v,OC/σ
′
v betra¨gt fu¨r den Schotter OCR = 24...12,
im Mittel OCR ≈ 17 aufgrund der maximalen Vorbelastungsspannung
aus dem Zugverkehr σ′v,OC ≈ 120 kPa nach Abbildung 5.18 und der vor-
handenen Vertikalspannung wa¨hrend der Downhole-Messung (ohne Zug-
verkehr) von lediglich σ′v = 5...10 kPa, im Mittel σ′v ≈ 7 kPa. Fu¨r die
Tragschicht mit σ′v,OC ≈ 90 kPa und σ′v = 10...20 kPa, im Mittel σ′v ≈ 15
kPa ergibt sich OCR = 9,0...4,5, im Mittel OCR ≈ 6,0. Nach der Formel
K0 = (1−sinϕ′)OCRsinϕ′ aus [MK82] erha¨lt man K0 = 2,7...1,6, im Mittel
K0 ≈ 2,0 fu¨r den Schotter und K0 = 1,5...1,0, im Mittel K0 ≈ 1,2 fu¨r die
Tragschicht.
Bei den durchgefu¨hrten Labor- und Feldversuchen vor der Ertu¨chtigung
konnten die Eigenschaften des neuen Schotters und der Tragschicht nicht
ermittelt werden, da diese zu diesem Zeitpunkt noch nicht vorhanden wa-
ren. Die Feststoffdichte wurde fu¨r den Schotter mit ρs = 2,77 [g/cm3] ent-
sprechend des in [Nac09] untersuchten Schotters GE mit d50 ≈ 15 mm und
U ≈ 2,8 und fu¨r die Tragschicht mit ρs = 2,65 [g/cm3] plausibel gewa¨hlt.
Aufgrund der normativ festgelegten Anforderungen an den Schotter nach
BN 918 061 [DB 05] mit einer Ko¨rnung von 31,5/63 mm sowie den An-
forderungen an die Tragschicht aus schwach wasserdurchla¨ssigen Kornge-
misch (KG 1) nach DBS 918 062 [DB 07] mit einer Ko¨rnung 0/32 mm und
DPr = 1,00 konnten die Scherwellengeschwindigkeiten, Dichten und Poren-
zahlen aufgrund von Erfahrungen an mehreren Bahnstrecken in Deutsch-
land [VLNW11] fu¨r diese beiden Schichten plausibel bestimmt werden. So
ergaben z.B. Laufzeitmessungen in einer ebenfalls gleisgebunden hergestell-
ten geokunststoffbewehrten Tragschicht [LWW09] eine um ca. 15 % ho¨here
Scherwellengeschwindigkeit von cs ≈ 300 m/s als die zugrunde gelegte
Scherwellengeschwindigkeit von cs = 260 m/s.
5.3 Schwingungsmessungen
Zur Beurteilung des bodendynamischen Verhaltens und Verifizierung des
Berechnungsmodells sowie zum Nachweis des Ertu¨chtigungserfolges wurden
Schwingungsmessungen vor und nach der Ertu¨chtigung durchgefu¨hrt. Fu¨r
das Anwendungsbeispiel werden nur die Schwingungsmessungen nach der
Ertu¨chtigung betrachtet.
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5.3.1 Art und Anordnung der Schwingungsaufnehmer
Als Schwingungsaufnehmer wurden einaxiale und dreiaxiale Geophone ver-
wendet und im Messquerschnitt nach Abbildung 5.3 angeordnet. Die Pfeile
an den rot dargestellten Geophonen zeigen die gemessenen und ausgewer-
teten Richtungen der Schwingungen.
Fu¨r die Auswertung der Schwinggeschwindigkeiten und Schwingwege wer-
den nur die Geophone in Gleisachse (Schwelle, Unterkante Schotter, Seeton
2,0 m unter SO und Torf 4,0 m unter SO herangezogen.
Im Ergebnis der Schwingungsmessungen fu¨r das dreiaxiale Geophon in
der Ebene UK Schotter konnte festgestellt werden, dass in Gleisachse
deutlich die Vertikalkomponente der Schwinggeschwindigkeiten vy domi-
niert. Die Horizontalkomponenten vx und vz betrugen maximal ca. 10 %
der Vertikalkomponente, so dass die resultierende Schwinggeschwindigkeit
vres =
√
v2x + v2y + v2z ≤ 1,01|vy|, also vres ≈ |vy| betrug. Fu¨r die Auswer-
tung werden deshalb nur die Vertikalkomponenten der Schwinggeschwin-
digkeiten vy verwendet.
Abbildung 5.3: Anordnung der Schwingungsaufnehmer im Messquerschnitt.
5.3.2 Prinzip, Durchfu¨hrung, Auswertung der Messungen
Geophone bestehen im Wesentlichen aus einer Spule und einem Permanent-
magneten, die durch eine Feder gekoppelt sind. Durch eine Bodenbewegung
wird eine Relativbewegung in dem aus einer Spule, einem Permanentma-
gneten und einer dazwischen befindlichen Feder bestehenden Geophon ein-
getragen. Dabei wird die in der Spule induzierte Spannung gemessen, die
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 192 — #198
192 Anwendungsbeispiel
proportional zur Geschwindigkeit der Relativbewegung ist [SEN12a].
Entsprechend der Empfindlichkeit der verwendeten Geophone von ca.
30 V/(m/s) kann die gemessene induzierte Spannung in eine Schwingge-
schwindigkeit umgerechnet werden. Diese Empfindlichkeit ist jedoch fre-
quenzabha¨ngig, da die Eigenfrequenz der Geophone von fE = 4,5 Hz
[SEN12b] mitten im Messbereich liegt. Die Empfindlichkeit von ca. 30
V/(m/s) ist erst ab ca. 12 Hz konstant, bei niedrigeren Frequenzen ist
sie entsprechend Abbildung 5.4 niedriger.
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Geophon-Antwort-Kurve SM-6 4,5 Hz (B-coil)Abbildung 5.4: Frequenzabha¨ngige Empfindlichkeit der Geophone.
Zur Ermittlung des Schwinggeschwindigkeits-Zeitverlaufes ist deshalb ei-
ne Transformation des urspru¨nglichen Signals in den Frequenzbereich, eine
entsprechende Korrektur mit einem Faktor ≥ 1 fu¨r Frequenzen ≤ 12 Hz
und eine Ru¨cktransformation in den Zeitbereich erforderlich. Der Schwing-
geschwindigkeits-Frequenzverlauf ergibt sich durch erneute Transformation
des korrigierten Schwinggeschwindigkeits-Zeitverlaufes.
Durch die Verwendung eines Zeitschrittes von 0,002 s u¨ber ein Zeitfenster
von 2,048 s ergibt sich eine Bandbreite von f = 1/(2,048 s ) = 0,49 Hz.
Die Auswertung in Terzspektren erfolgt durch Aufsummieren der einzelnen
Schmalba¨nder innerhalb einer Terz gema¨ß DIN 45672-2 [DIN95].
Die Ermittlung des gleitenden Effektivwertes der Schwinggeschwindigkeiten
veff erfolgt entsprechend dem Auswerteverfahren der Schwingungsmessun-
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gen nach DIN 45672-2 [DIN95]:
veff (t) =
√
1
τ
∫ t
ξ
exp−(t−ξ)/τ γ2(ξ)∂ξ (5.1)
mit: ξ laufende Zeitkoordinate,
t Zeitpunkt der Beoachtung und
τ = 0,125 s Integrationszeitkonstante, ”Fast-Bewertung“ nach [DIN95].
Den Verformungs-Zeitverlauf erha¨lt man durch Integration des Schwing-
geschwindigkeits-Zeitsignals. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass das Si-
gnal von vornherein nicht mittelwertfrei ist. Aufgrund eines geringen Rau-
schens kann ein geringes Offset durch einen Nullabgleich vor der Mes-
sung nicht komplett eliminiert werden. Die Integration des Schwingge-
schwindigkeits-Zeitsignals wu¨rde deshalb zu einem Aufaddieren von Ver-
formungen fu¨hren. Es wurde deshalb eine entsprechende Korrektur des
Schwinggeschwindigkeits-Zeitsignals durch einen Tiefpassfilter von 0,5 Hz
vorgenommen und dabei abschnittsweise jeweils von Wagenmitte bis Wa-
genmitte, wo die Verformungen s ≈ 0 sind, vorgegangen.
5.3.3 Messergebnisse
In Abbildung 5.5 sind die Schwinggeschwindigkeits-Zeitverla¨ufe und in Ab-
bildung 5.6 sind die Verformungs-Zeitverla¨ufe fu¨r die 4 Messaufnehmer in
Gleisachse dargestellt.
Fu¨r die weitere Auswertung sowie zum Vergleich mit den Messergebnissen
werden nur der rot gekennzeichnete Bereich mit der Lok, dem 1. Wagen
und dem 1. Drehgestell des 2. Wagens betrachtet. In Abbildung 5.7 sind
fu¨r die 4 Messaufnehmer in Gleisachse die Verformungen sowie effektive
und maximale Schwinggeschwindigkeiten im Zeitbereich dargestellt.
Die Messergebnisse der 3 ausgewerteten U¨berfahrten mit dem Railjet mit
v ≈ 130 km/h zeigen einen relativ einheitlichen Verlauf. Insbesondere s(t)
und veff (t) liegen nahezu deckungsgleich u¨bereinander.
Die maximalen Verformungen (smax ≈ 2,0 mm) und maximalen Schwingge-
schwindigkeiten (v˜max = max[vmax(t)] ≈ 60 mm/s, v˜eff = max[veff (t)] ≈
30 mm/s) sind bedingt durch den weichen Untergrund relativ hoch, siehe
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auch [VLNW10a] und [VLNW11]. Zudem nehmen sie nur relativ gering mit
der Tiefe ab, es schwingt quasi der gesamte Damm auf der Weichschicht.
So betragen im Seeton in 2,0 m unter SO smax ≈ 1,6 mm und v˜max ≈ 30
mm/s sowie v˜eff ≈ 20 mm/s. Selbst im Torf 4,0 m unter SO erha¨lt man
noch smax ≈ 0,5 mm und v˜max ≈ 10 mm/s sowie v˜eff ≈ 5 mm/s.
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Abbildung 5.5: Gemessene Schwinggeschwindigkeits-Zeitverla¨ufe fu¨r die 4
Messaufnehmer in Gleisachse im Messquerschnitt infolge 3 U¨berfahrten mit
dem Railjet.
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Messergebnisse für Vertikalverformungen
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Abbildung 5.6: Ermittelte Verformungs-Zeitverla¨ufe aus den Schwingungs-
messungen infolge 3 U¨berfahrten mit dem Railjet fu¨r die 4 Messaufnehmer
in Gleisachse (Schwelle, UK Schotter, Seeton −2,0 m u. SO und Torf −4,0
m u. SO).
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Abbildung 5.7: Verformungs-Zeitverla¨ufe (links) sowie effektive und
maximale Schwinggeschwindigkeiten im Zeitbereich (rechts) infolge 3
U¨berfahrten mit dem Railjet sowie Mittelwert dieser U¨berfahrten.
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In Abbildung 5.8 sind die Schwinggeschwindigkeiten im Frequenzbereich
als Terzspektren von 1− 100 Hz dargestellt.
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Abbildung 5.8: Terzspektren der maximalen Schwinggeschwindigkeiten im
Frequenzbereich aus den Schwing ngsmessungen infolge 3 U¨berfahrten mit
dem RJ mit ca. 130 km/h und zugeho¨rige Mittelwerte (dicke Linien) fu¨r
die 4 Messaufnehmer in Gleisachse.
Die Anregungsfrequenz f ergibt sich aus dem Quotienten der Zuggeschwin-
digkeit v und dem charakteristischen Abstand s entsprechend f = v/s.
Das deutliche Peak bei f = 4 Hz resultiert aus der Geschwindigkeit des
Railjets von v ≈ 130 km/h bzw. ca. v ≈ 36 m/s und dem mittleren Ab-
stand der Drehgestelle von s ≈ 9,0 m (Drehgestellabstand der Lok 9,9 m,
Drehgestellabstand Lok - Wagen 8,4 m, Drehgestellabstand zwischen zwei
benachbarten Wagen 7,4 m und halber Drehgestellabstand innerhalb eines
Wagens 9,5 m) nach Abbildung 5.10. Das Peak bei f = 63 Hz resultiert aus
der sekunda¨ren Schwellendurchbiegung aufgrund des Schwellenabstandes
von s = 0,60 m.
5.4 Messung von bleibenden Verformungen
Wa¨hrend des gleisgebundenen Einbaus der geogitterbewehrten Tragschicht
erfolgte der Einbau des Inklinometers im Messquerschnitt wie in Abbildung
5.9 dargestellt. Damit konnten die bleibenden Verformungen unterhalb
der Tragschicht ermittelt werden. Der Kopfpunkt des Inklinometers wurde
ebenso wie die Schiene geoda¨tisch gegenu¨ber einem Referenzmesspunkt
außerhalb des Bahndammes eingemessen.
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Vor der 1. Wiederholungsmessung fand ein Stopfgang statt, so dass die
bleibenden Gesamtverformungen der Schiene nur zwischen 1. und 2. Kon-
trollmessung ermittelt werden konnten. Da in diesem Zeitraum bleibende
Verformungen unterhalb der Tragschicht von ca. 4 mm ermittelt wurden,
resultieren folglich ca. 1,5 mm bleibende Verformungen in Tragschicht und
Schotter, siehe Abbildung 5.9.
Bild 7 Ergebnisse der Inklinometermessungen für den Messquerschnitt nach Bild 3.
Messung am 14.04.2010, ca. 5 Monate nach Nullmessung
Messung am 21.10.2010, ca. 11 Monate nach Nullmessung
1. Folgemessung am 14.04.2010, ca.  5 Monate nach Nullmessung bzw. ca. 350.000 Achsübergänge
2. Folgemessung am 21.10.2010, ca. 11 Monate nach Nullmessung bzw. ca. 800.000 Achsübergänge
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Abbildung 5.9: Anordnung des Inklinometers im Messquerschnitt sowie er-
mittelte bleibende Verformungen aus [VLNW10a] und [VLNW11].
Wie die Ergebnisse in Abbildung 5.9 zeigen, sind die gemessenen bleiben-
den Verformungen relativ gering und nehmen mit der Zeit ab. Unter der
Annahme, dass die Verformungen zwischen 1. und 2. Folgemessung linear
zur Anzahl der Achsu¨berga¨nge zunehmen, ergibt sich eine bleibende Verfor-
mung von ca. 4 mm /400.000 Achsu¨berga¨nge = 0,01µm pro Achsu¨bergang
unter Zugrundelegung von ca. 70.000 Achsu¨berga¨ngen im Monat.
Infolge der betrachteten 10 Achsu¨berga¨nge bei den Schwingungsmessun-
gen nach Abbildung 5.7 mu¨ssten folglich bleibende Verformungen von ca.
0,1µm resultieren. Diese sehr geringen Verformungen von lediglich ca. 0,01
% der elastischen Verformungen sind nach einer einzelnen Zugu¨berfahrt
praktisch nicht messbar.
Da die Schwingungsmessungen ca. 2 Monate nach der 1. Folgemessung
bzw. 4 Monate vor der 2. Folgemessung erfolgten, sind die Unterschiede
gegenu¨ber der Annahme einer logarithmischen Zunahme der bleibenden
Verformungen relativ gering.
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5.5 Belastung
Die Bahnstrecke wird sowohl von Hochgeschwindigkeits-Reisezu¨gen (Rail-
jet, RJ [Wer11]) mit ca. 130 km/h als auch von Regionalzu¨gen mit ca. 120
km/h und Gu¨terzu¨gen mit ca. 90 km/h befahren. Diese Zuggattungen fuh-
ren auch wa¨hrend der durchgefu¨hrten Schwingungsmessungen [VLNW10a].
Fu¨r die Auswertung und die Vergleiche mit den Berechnungen eignet sich
der RJ mit ca. 130 km/h am besten, da die Beanspruchung aufgrund der
ho¨heren Geschwindigkeiten und anna¨hernd gleichen Achslasten gro¨ßer als
bei den Regionalzu¨gen ist. Außerdem sind die Achslasten, im Gegensatz zu
den Gu¨terzu¨gen mit unbekannter Beladung, relativ gut bekannt. In Abbil-
dung 5.10 ist das charakteristische Lastbild des RJ dargestellt.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bild 2 Geometrie und Achslasten eines ICE-Personenzuges mit Elektrolok BR 182 und 
Reisezugwagen. 
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Abbildung 5.10: Lastbild des RJ mit Lokomotiven der Baureihe 182 (DB)
bzw. 1116 (O¨BB) mit mit Achslasten von jeweils PL ≈ 21,5 t und dem 1.
Reisezugwagen sowie dem 1. Drehgestell des 2. Reisezugwagens mit Achs-
lasten von jeweils PW ≈ 13,0 t.
5.6 Numerische Modellierung
5.6.1 Substrukturtechnik
Komplexe dreidimensionale Modellierungen des Gleises einschließlich des
Untergrundes sind aufgrund der durch die Modellgro¨ße und die Netzfeinheit
bedingten großen Steifigkeitsmatritzen in numerischen Berechnungen sehr
aufwendig. Sie wurden deshalb bisher nur bei linear elastischem Material-
verhalten und Kompromissen in der Netzfeinheit und Modellgro¨ße gefu¨hrt
[Hal00], [HAB+02], [SRS05], [Aut05] und [Coe11].
In [Hal00] wurde fu¨r eine Bahnstrecke su¨dlich von Go¨teburg bei Ledsg˚ard
mit sehr weichem Untergrund gezeigt, dass die Berechnungen mit einem axi-
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 200 — #206
200 Anwendungsbeispiel
alsymetrischen Modell gut mit den Messergebnissen und den Ergebnissen
einer dreidimensionalen Berechnung u¨bereinstimmen. Die Belastung wur-
de dabei unter Verwendung einer stationa¨ren Anregung mit der statischen
Lo¨sung aus einem Winkler-Balkenmodell [Win67] eingetragen.
Die Gesamtmodellierung erfolgte deshalb ebenfalls aus zwei Substruktu-
ren bestehend aus einem gleisdynamischen Modell fu¨r die Ermittlung der
stationa¨ren Anregung und einem axialsymetrischen FE-Modell fu¨r die Er-
fassung der Wellenausbreitung im Untergrund. Das mechanische Verhal-
ten beider Substrukturen muss an der definierten Schnittstelle hinsichtlich
Spannungen und Verformungen u¨bereinstimmen. Die Substrukturtechnik
wird beispielsweise auch bei der Kopplung von Finiten Elementen mit Ran-
delementen verwendet [Hir01].
Als Schnittstelle beider Substrukturen wurde die Schwellenunterkante ver-
wendet. Das gleisdynamische Modell liefert dabei den Vertikalspannungs-
Zeit-Verlauf als Eingabe fu¨r die axialsymetrische dynamische FE-Berech-
nung. Nach den Berechnungen wurde u¨berpru¨ft, ob die resultierenden Ver-
formungen beider Modelle an dieser Schnittstelle in etwa gleich groß sind
oder ob eine Neuberechnung mit entsprechender Anpassung der Gro¨ße und
Fla¨che der Belastung im FE-Modell notwendig ist (iteratives Vorgehen).
5.6.2 Gleisdynamisches Modell fu¨r niederfrequente Einwir-
kungen
Im gleisdynamischen Modell werden das Fahrzeug als zeitabha¨ngige sta-
tiona¨re Belastung, das Gleis als Plattenelement und der Oberbau, Unter-
bau und Untergrund mittels Feder und Da¨mpfer entsprechend dem me-
chanischen Modell des dynamisch belasteten Fahrwegs nach Fryba (1957)
[Fry57], das z.B. in [Fry99] enthalten ist, modelliert. Damit ko¨nnen nieder-
frequente Einwirkungen infolge Radsatzlasten mit entsprechenden Wagen-,
Radsatz- und Drehgestellabsta¨nden wirklichkeitsnah erfasst werden.
Die dynamische Wirkung der wandernden Radsatzlasten werden in diesem
Modell dadurch beru¨cksichtigt, dass es bei hoher bezogener Geschwindig-
keit α = vZug/vkrit zu einer entsprechenden U¨berho¨hung der Beanspru-
chung und im Extremfall bei α = 1 zur Resonanz kommt. Diese dynami-
schen Effekte ko¨nnen bei hoher Zuggeschwindigkeit bzw. weichem Unter-
grund nicht mehr vernachla¨ssigt werden.
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Fu¨r den statischen Fall (α = 0) erha¨lt man die bekannte Lo¨sung fu¨r den
elastisch gebetteten Balken nach Winkler [Win67], die von Zimmermann
[Zim88] fu¨r die Anwendung auf den Eisenbahn-Oberbau u¨bertragen wurde
und zusammen mit erga¨nzenden Betrachtungen nach [Eis69] noch heute in
der Oberbauberechnung bei der DB AG [Deu92] angewendet wird. Dabei
wird das Auflager der Querschwellen unter Beru¨cksichtigung des Schwel-
lenabstandes a und eines lastfreien Streifens von 0,50 m in Schwellenmitte
in fla¨chengleiche Langtra¨ger mit der Breite bL = la · bs/a entsprechend
Abbildung 5.11 umgerechnet. Dadurch ergibt sich beispielsweise fu¨r eine
Schwelle B 70 mit einem Schwellenabstand von a = 0,60 m, einer Aufla-
gerla¨nge la = 1,05 m und einer Schwellenbreite bs = 0,271 m eine Breite
des Langtra¨gers bL = 0,475 m, siehe Abbildung 5.11. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bild 14  Gleisdynamisches Modell nach Fryba (1957) einschließlich Lastverteilung nach 
Zimmermann. 
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Abbildung 5.11: Gleisdynamisches Modell nach [Fry57] mit Lastverteilung
nach [Zim88].
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Prinzipiell kann bei der Modellierung
- die Radsatzlast P in Verbindung mit beiden La¨ngstra¨gern mit der
Breite 2 · bL oder
- die Radkraft Q = P/2 in Verbindung mit einem La¨ngstra¨ger mit der
Breite bL
verwendet werden. Im Anwendungsbeispiel erfolgt ersteres.
Der Vertikalspannungs-Zeit-Verlauf p(x,t) in der Ebene Schwellenunterkan-
te ergibt sich nach dem mechanischen Modell des dynamisch belasteten
Fahrwegs nach [Fry99], dass auch in [AK03] fu¨r die Modellierung des Ein-
senbahnfahrweges verwendet wurde, wie folgt:
p(x,t) =
P
4 · bL · L · [
2
a1 (D21 +D
2
2)
exp(−a0
x
L
)
· (D1 cos a1 x
L
+D2 sin a1
x
L
)] fu¨r x ≥ 0
(5.2)
p(x,t) =
P
4 · bL · L · [
2
a2 (D23 +D
2
4)
exp(a0
x
L
)
· (D3 cos a2 x
L
−D4 sin a2 x
L
)] fu¨r x < 0
(5.3)
Darin sind P die Achslast,x der horizontale Abstand des betrachteten
Punktes von der Achslast P und L die elastische La¨nge L = 4
√
4 · Er · Ir
kGes · 2 · bL .
Dabei entspricht Er · Ir der Biegesteifigkeit der beiden Schienen und
kGes =
1
1/krp + 1/kb
dem Gesamt-Bettungsmodul bestehend aus dem Bet-
tungsmodul der Zwischenlage krp und dem Bettungsmodul des Schotters,
Unterbaus, Untergrundes kb. Der Bettungsmodul kb wird dabei iterativ so
gewa¨hlt, dass die maximalen Verformungen der gleisdynamischen Berech-
nung mit denen der FE-Berechnung an der Schwellenunterkante als Schnitt-
stelle der beiden Substrukturen (siehe Kapitel 5.6.1) gut u¨bereinstimmen.
Die Faktoren D1, D2, D3 und D4 in den Gleichungen (5.2) und (5.3) ko¨nnen
aus den Faktoren a0, a1 und a2 wie folgt ermittelt werden:
D1 = a0·a1 , D2 = a20−1/4·(a21−a22) , D3 = a0·a2 und D4 = a20+1/4·(a21−a22) .
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Die Faktoren a0, a1 und a2 sind abha¨ngig vom dynamischen Fall und
von der bezogenen Geschwindigkeit α = vZug/vkrit (5.4)
sowie vom Da¨mpfungsverha¨ltnis β = C/Ckrit . (5.5)
Dabei ist fu¨r praktische Anwendungen im Eisenbahnbau in der Regel nur
der Fall α ≤ 1 und β ≤ 1 relevant. Fu¨r diesen Fall ergeben sich, wie in
[Fry99] angegeben:
a0 =
√
1− α2 und a1,2 =
√
1 + α2 ± 2 · α · β
√
1/(1− α2)
Als kritische Geschwindigkeit vkrit wird in [AK03] die Resonanzgeschwin-
digkeit des Oberbaus vkrit,O = 2/L
√
Er · Ir/µ angegeben. Fu¨r die ha¨ufig
verwendete Oberbauformen mit Schienen UIC 60 und Schwellen B 70 im
Abstand von a = 0,60 m liegt vkrit,O zwischen ca. 800 km/h (bei sehr wei-
chen Untergrund mit L ≈ 1,30 m) und ca. 1300 km/h (bei relativ steifem
Untergrund mit L ≈ 0,80 m) und wa¨re damit immer deutlich gro¨ßer als die
Zuggeschwindigkeit vZug.
Praktische Erfahrungen zeigten jedoch, dass bereits bei deutlich niedrige-
ren Geschwindigkeiten Resonanzeffekte auftraten, z.B. bei Testfahrten mit
dem X2000 mit vZug = 200 km/h in Ledsg˚ard in Schweden [AABZ99].
Dort waren die maximalen Verformungen bei vZug ≈ 200 km/h mit s ≈ 15
mm ca. 2,5 mal so groß wie bei vZug ≈ 70 km/h mit ca. s ≈ 6 mm. Die
Zuggeschwindigkeit vZug ≈ 200 km/h entsprach dabei ca. der mittleren
Oberfla¨chen- bzw. Rayleighwellengeschwindigkeit cr,m ≈ 55 m/s, die aus
den mit Downhole- und Crosshole-Messungen ermittelten Scherwellenge-
schwindigkeiten von im Mittel cs,m ≈ 60 m/s abgeleitet wurde.
Fu¨r die kritische Geschwindigkeit vkrit in Gleichung 5.4 ist deshalb die mitt-
lere Rayleighwellengeschwindigkeit des Unterbaus und Untergrundes cr,m
anzusetzen. Dabei kann cr,m ≈ (0,87+ 1,12νm)/(1+νm) · cs,m aus der mitt-
leren Scherwellengeschwindigkeit cs,m und der mittleren Querdehnzahl νm
nach [Gra75] ermittelt werden. Das Problem dabei ist jedoch, dass es prak-
tisch keine konstanten Wellengeschwindigkeiten cs bzw. cr aufgrund unter-
schiedlicher Wellengeschwindigkeiten in den einzelnen Baugrundschichten,
aber auch von unterschiedlichen Wellengeschwindigkeiten innerhalb einer
Schicht aufgrund der spannungs- und dehnungsabha¨ngigen Steifigkeit gibt.
Die mittleren Wellengeschwindigkeiten cs,m und cr,m ko¨nnen deshalb nur
grob abgescha¨tzt werden.
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Es erfolgt jedoch ein iterativer Abgleich der Ergebnisse der gleisdynami-
schen Berechnung mit den Ergebnissen der FE-Berechnung, in denen die
Baugrundschichtung und die spannungs- und dehnungsabha¨ngige Steifig-
keit wirklichkeitsnah erfasst wird, so dass die getroffene Vereinfachung das
Endergebnis nicht wesentlich beeinflusst, wenn man außerdem ausreichend
weit unterhalb des Resonanzfalls (α ≤ 0,50) liegt und man daduch keine
signifikanten Vergro¨ßerungsfaktoren fu¨r die Beanspruchung gegenu¨ber dem
statischen Fall erha¨lt. Bisherige Untersuchungen an ca. 50 Moorbereichen
auf 10 verschiedenen Bahnstrecken der DB AG [VLNW11] ergaben, dass
u¨blicherweise α ≤ 0,50 betra¨gt und diese Bedingung somit erfu¨llt ist.
Die Ermittlung der mittleren Wellengeschwindigkeiten cs,m und cr,m bzw.
der mittleren Dichte ρm, der mittleren Querdehnzahl νm und des mittle-
ren Schubmoduls Gm erfolgt auf Basis des Konusmodells nach [Wol94] und
[AK03] und wird auf die konkreten Verha¨ltnisse in der Ebene Schwellenun-
terkante angepasst. Dazu wird die rechteckige Ersatzfla¨che fu¨r den Gleis-
rost mit den Abmessungen 2 bL · 2L in eine kreisfo¨rmige Ersatzfla¨che mit
dem Radius r0 =
√
4 · bL · L/pi fla¨chengleich umgerechnet, auf die auch der
Vertikalspannungs-Zeit-Verlauf p(x,t) entsprechend den Gleichungen (5.2)
und (5.3) angesetzt wird, siehe Abbildung 5.12.
Die Federsteifigkeit Kb und die Da¨mpferkonstante Cb des Konusmodells
nach [Wol94] sind entsprechend den Gleichungen fu¨r ein Kreisfundament
mit vertikaler Anregung nach [RHW70] wie folgt definiert:
Kb =
Gm
(1− νm) · r0 und (5.6)
Cb =
3,4r20
1− νm ·
√
ρm ·Gm (5.7)
Die kritische Da¨mpfung ergibt sich zu:
Ckrit = 2 ·
√
K ·m = 2 ·
√
K · µ · 2L . (5.8)
Da die Berechnung iterativ unter Annahme des Bettungsmoduls fu¨r den
Oberbau, Unterbau und Untergrund kb erfolgt, la¨sst sich der mittlere
Schubmodul Gm nach Gleichung (5.6) und der Beziehung K = kb · pi · r20
wie folgt ermitteln:
Gm =
1− νm
4
· kb · pi · r0 . (5.9)
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Bild 15  Umrechnung der rechteckigen Ersatzflächenlast in eine kreisförmige Ersatzflächen-
last und Anpassung des Konusmodells. 
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Abbildung 5.12: Umrechnung der rechteckigen Ersatzfla¨chenlast in ei-
ne kreisfo¨rmige Ersatzfla¨chenlast und Anpassung des Konusmodells nach
[Wol94] und [AK03] auf die geometrischen Verha¨ltnisse in der Ebene
Schwellenunterkante exemplarisch fu¨r 3 Bodenschichten.
Die Wahl von kb erfolgt dabei so, dass die maximalen Verformungen der
gleisdynamischen Berechnung mit denen der FE-Berechnung an der Schwel-
lenunterkante als Schnittstelle der beiden Substrukturen (siehe Kapitel
5.6.1) gut u¨bereinstimmen.
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Der O¨ffnungswinkel θ im Konusmodell ist gema¨ß [Wol94] von der Quer-
dehnzahl ν abha¨ngig:
θ = arctanpi/2 · (1− ν)/(1− 2 ν) fu¨r ν ≤ 1/3 und
θ = arctanpi/2 · (1− ν) fu¨r ν > 1/3 ,
da die maßgebende Wellengeschwindigkeit fu¨r ν ≤ 1/3 die Kompressions-
wellengeschwindigkeit cp und fu¨r ν > 1/3 die doppelte Scherwellengeschwin-
digkeit 2 · cs ist. Ohne Beru¨cksichtigung der unterschiedlichen Wellenge-
schwindigkeiten bei ν ≤ 1/3 und ν > 1/3, wie z.B. in [PK88] angeben,
erga¨be sich eine weitere Zunahme des O¨ffnungswinkels mit zunehmender
Querdehnzahl ν, siehe gestrichelte Linie in Abbildung 5.13. Entsprechend
den Ausfu¨hrungen der neueren Literatur [Wol94] ist die Beschra¨nkung der
maßgebenden Wellengeschwindigkeit auf 2 · cs bei ν > 1/3 notwendig und
demnach die durchgezogene Linie in Abbildung 5.13 maßgebend fu¨r den
O¨ffnungswinkel des Konus θ.
 
Normalerweise ist der Öffnungswinkel im Konusmodell von der Querdehnzahl ν abhängig. 
Nach Wolf (1994) ergibt sich für  
− ν ≤ 1/3  ein Öffnungswinkel von θ = arctan [π/2 (1-ν)² / (1 - 2ν)] und für 
− ν > 1/3  ein Öffnungswinkel von θ = arctan [π (1-ν)], 
da die maßgebende Wellengeschwindigkeit für ν ≤ 1/3 die Kompressionswellengeschwindig-
keit cp und für ν > 1/3 die doppelte Scherwellengeschwindigkeit 2 · cs ist.  
Ohne Berücksichtigung der unterschiedlichen Wellengeschwindigkeiten bei Querdehnzahlen 
ν ≤ 1/3 bzw. ν > 1/3, wie andere Autoren z.B. Pais & Kausel (1988) angeben, ergibt sich eine 
weitere Zunahme des Öffnungswinkels mit zun hmend r Quer ehnzahl ν. 
In Bild 4 sind die daraus resultierenden Öffnungswinkel dargestellt, wobei die durchgezoge-
ne Linie nach Wolf (1994) und die gestrichelte Linie nach Pais & Kausel (1988) entstand. 
Entsprechend den Ausführungen der neueren Literatur nach Wolf (1994) ist die die Be-
schränkung der maßgebenden Wellengeschwindigkeit auf 2 · cs bei hohen Querdehnzahlen 
ν > 1/3 notwendig und demnach die durchgezogene blaue Linie in Bild 4 maßgebend für den 
Öffnungswinkel des Konus θ. 
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Bild 4 Öffnungswinkel in Abhängigkeit von der Querdehnzahl ν. 
 
Im Mittel ergibt sich ein Öffnungswinkel von ( ) °=⋅= ∫
=
=
0,605,0/
5,0
0
υυθθ
ν
ν
d .  
Es wird deshalb vereinfachend sowohl mit einem Öffnungswinkel des Konus als auch mit 
einem Ausbreitungswinkel in Bahnlängsrichtung von konstant θ = 60° gegen die Horizontale 
gerechnet. 
 
im Mittel θ = 60° 
Abbildung 5.13: O¨ffnungswinkel θ in Abha¨ngigkeit von der Querdehnzahl
ν, [VLNW10a].
Im Mittel ergibt sich ein O¨ffnungswinkel von θ =
∫ ν=0,50
ν=0 θ(ν)dν/0,50 =
60◦. Es wird deshalb vereinfachend sowohl mit einem O¨ffnungswinkel des
Konus von θ = 60◦ gerechnet.
Die mittlere Dichte ρm und die mittlere Querdehnzahl νm werden aus
den Dichten ρi und Querdehnzahl νi der einzelnen Bodenschichten i nach
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Abbildung 5.12 wie folgt ermittelt:
ρm =
n∑
i=0
ρi · zi
Ai
/
n∑
i=0
di
Ai
und νm =
n∑
i=0
νi · zi
Ai
/
n∑
i=0
di
Ai
(5.10)
mit den Absta¨nden zi und den Fla¨chen Ai nach dem Konusmodell nach
Abbildung 5.12:
zi = zsp +
di
2
+
n∑
i=2
di , z0 = zsp +
n∑
i+1
di+1 und Ai =
z2i
z2sp
· 2 bL · 2L
sowie zsp =
√
6 bL L/pi.
In den folgenden Tabellen sind die Eingangsparameter sowie die Berech-
nungsergebnisse fu¨r die gleisdynamische Berechnung fu¨r das Anwendungs-
beispiel zusammengestellt.
Tabelle 5.2 entha¨lt die Eingangsparameter fu¨r die Baugrundschichtung und
Tabelle 5.3 die Material- und Querschnittskennwerte fu¨r den vorhandenen
Oberbau mit Schienen UIC 60, Zwischenlagen Zw 700 und Schwellen B
70 im Abstand von a = 0,60 m und den iterativ festgelegten Bettungs-
modul des Bodens sowie die daraus ermittelte Geometrie, Steifigkeit und
Da¨mpfung des Konus sowie α und β. Daraus ergeben sich die in Tabelle 5.4
zusammengestellten Faktoren fu¨r das gleisdynamische Berechnungsmodell.
Schichtindex 5 4 3 2 1 0
Bezeichnung Schotter Tragsch. Damm Seeton Torf Untergr.
Bodengruppe GE, X GW GU/GT TM/TA HN/HZ GU/GT
Schichtdicke di [m] 0,40 0,50 0,50 1,50 3,10
Abstand zi [m] 1,59 2,04 2,54 3,54 5,84 7,39
Fla¨che Ai [m2] 2,63 4,34 6,73 13,1 35,7 57,1
Dichte ρ [g/cm3] 1,75 2,20 2,00 1,73 1,03 2,08
Querdehnzahl ν [-] 0,30 0,30 0,40 0,45 0,47 0,485
Tabelle 5.2: Eingangsparameter fu¨r die Baugrundschichtung und berechnete
Absta¨nde zi und Fla¨chen Ai nach dem Konusmodell mit bL und L nach
Tabelle 5.3.
Mit den Werten nach Tabelle 5.2 erha¨lt man nach Gleichung (5.10)
ρm = 1,75 g/cm3 und νm = 0,40.
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Formelz. Bezeichnung Wert Einheit
Er E-Modul Schienenstahl 2,10 · 108 kN/m2
Ir Tra¨gheitsmoment 2 Schienen 6,11 · 10−5 m4
Er · Ir Biegesteifigkeit 2 Schienen 1,28 · 104 kNm2
µ Massebelegung Schwelle + 2 Schienen 629 kg/m
la Auflagerla¨nge einer Halbschwelle 1,050 m
bs Schwellenbreite 0,271 m
a Schwellenabstand 0,600 m
bL Breite eines Langstra¨gers bL = la · bs/a 0,475 m
Krp Steifigkeit der Zwischenlage 110 kN/mm
krp Bettungsmodul der Zwischenlage 3,86 · 105 kN/m3
krp = Krp/(la · bs)
kb Bettungsmodul des Bodens 4,85 · 104 kN/m3
kges Gesamt-Bettungsmodul kGes = 11/krp+1/kb 4,31 · 104 kN/m3
L elastische La¨nge L = 4
√
4·Er·Ir
kGes·2·bL 1,058 m
r0 Radius des Ersatzkreises r0 =
√
4 · bL · L/pi 0,800 m
zsp Abstand zur Kegelspitze zsp =
√
6 bL L/pi 1,386 m
Kb Steifigkeit des Konus Kb = kb · pi · r20 9,75 · 104 kN/m
ρm mittlere Dichte (nach Tab. 5.2) 1,75 g/cm3
νm mittlere Querdehnzahl (nach Tab. 5.2) 0,40 -
Gm mittlerer Schubmodul Gm = 1−νm4·r0 ·Kb 1,81 · 104 kN/m2
cr Rayleighwellengeschwindigkeit 346 km/h
cr ≈ 0,87+1,12νm1+νm ·
√
Gm
ρm
α Verha¨ltnis vZug/cr 0,38 -
Cb Da¨mpfung des Konus Cb =
3,4·r20
1−νm
√
ρmGm 6,51 · 105 Ns/m
Ckrit krit. Da¨mpfung Ckrit = 2 ·
√
Kb · µ · 2L 7,21 · 105 Ns/m
β Verha¨ltnis Cb/Ckrit 0,90 -
Tabelle 5.3: Material- und Querschnittskennwerte.
Faktoren a0 a1 a2 D1 D2 D3 D4
Wert [-] 0,925 1,376 0,629 1,273 0,481 0,582 1,230
Tabelle 5.4: Faktoren a0, a1, a2, D1, D2, D3 und D4 fu¨r die gleisdynamische
Berechnung.
In Abbildung 5.14 ist der Vertikalspannungs-Weg-Zeit-Verlauf p(x,t) nach
den Gleichungen (5.2) und (5.3), die aus den Beanspruchungen infolge des
Lastbildes des Railjets mit 130 km/h entsprechend Abbildung 5.10 resul-
tieren, dargestellt.
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Abbildung 5.14: Vertikalspannungs-Weg-Zeit-Verlauf p(x,t) nach Gleichun-
gen (5.2) und (5.3) und Vertikalverformungs-Weg-Zeit-Verlauf s(x,t).
Der Vertikalspannungs-Zeit-Verlauf p(x,t) wird auf der Ersatzfla¨che
pi · r20 summarisch mit dem Vertikalspannungs-Zeit-Verlauf infolge
ho¨herfrequenter Beanspruchung ∆p(x,t) nach Kapitel 5.6.3 als Belastung
in der FE-Berechnung angesetzt.
In Abbildung 5.14 ist außerdem auch der Vertikalverformungs-Weg-Zeit-
Verlauf s(x,t) angegeben, der sich um den Faktor kb nach Tabelle 5.3 von
p(x,t) unterscheidet. Die in dieser Ebene in der FE-Berechnung ermittel-
ten maximalen Verformungen werden mit den maximalen Verformungen
aus dem Vertikalverformungs-Zeit-Verlauf s(x,t) nach Abbildung 5.14 ver-
glichen. Sind die maximalen Verformungen im gleisdynamischen Modell
nach einem Iterationsschritt kleiner als die Verformungen aus der FE-
Berechnung, wird kb reduziert. Dadurch ergibt sich eine gro¨ßere elastische
La¨nge L und ein gro¨ßerer Radius r0 der kreisfo¨rmigen Ersatzfla¨chenlast
und eine entsprechend gro¨ßere Lastverteilung, wodurch sich die maximalen
Verformungen in der FE-Berechnung verringern.
Im Schotter kann lokal die Beanspruchung etwas gro¨ßer sein als der fu¨r
die Berechnung zugrunde gelegte stationa¨re Vertikalspannungs-Zeit-Verlauf
p(x,t). Insbesondere das Vorhandensein von Hohllagen beeinflussen die
Gro¨ße der auftretenden Verformungen in der Ebene UK Schwelle, wie in
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 210 — #216
210 Anwendungsbeispiel
Untersuchungen in [Hol04] festgestellt werden konnte. Diese Effekte wurden
in den gleisdynamischen und numerischen Berechnungen nicht mit betrach-
tet. Wie Schwingungs- und Hohllagenmessungen auf der ABS Hamburg-
Berlin [GEP08] und [LWMB05] zeigten, sind diese Unstetigkeiten unter-
halb des Schotters jedoch relativ gering, so dass die Berechnung mit dem
Vertikalspannungs-Zeit-Verlauf p(x,t) fu¨r die dynamische Beanspruchung
der Bodenschichten unterhalb des Schotters ausreichend ist.
5.6.3 Ermittlung der ho¨herfrequenten Einwirkungen
Neben den niederfrequenten Einwirkungen infolge der Radsatzlasten mit
entsprechenden Wagen-, Radsatz- und Drehgestellabsta¨nden nach Kapitel
5.6.2 treten bei einer Zugu¨berfahrt auch ho¨herfrequente Einwirkungen in-
folge Unebenheiten zwischen Rad und Schiene auf. Diese ko¨nnen mit dem
in [Kno98] enthaltenen vereinfachten Frequenzbereichsverfahren ermittelt
werden, das auch in das rechnerische Untersuchungs- und Nachweisverfah-
ren zur Beurteilung von Eisenbahnstrecken auf Weichschichten [VLNW10b]
aufgenommen wurde.
Die zusa¨tzlichen dynamischen Beanspruchungen in Form der Kraftschwan-
kung zwischen Rad und Schiene ∆Q(t) = ∆Qˆ · expiΩ t infolge der Un-
ebenheiten zwischen Rad und Schiene ∆z(t) = ∆zˆ · expiΩ t ko¨nnen mit
der Fahrzeugrezeptanz Hw(iΩ) nach Gleichung (5.13), der Gleisrezeptanz
Hr(iΩ) nach Gleichung (5.14) und der Hertzschen Kontaktsteifigkeit kh
nach Gleichung (5.15) wie folgt ermittelt werden:
∆Qˆ =
∆zˆ
Hr(iΩ) +Hw(iΩ) + 1/kh
(5.11)
Dabei wird eine positive Unebenheit zwischen Rad und Schiene ∆zˆ durch
eine Verschiebung der Schiene ∆wˆr nach unten, einer Verschiebung des
Rades ∆wˆw nach oben und einer Zusammendru¨ckung der Kontaktfeder ∆δˆ
aufgenommen:
∆zˆ = ∆wˆr −∆wˆw + ∆δˆ (5.12)
Die Unebenheiten zwischen Rad und Schiene werden dabei durch ein
unrundes Rad simuliert, das typische Rundlaufabzeichnungen entha¨lt, die
im Rahmen des Projektes Eurobalt 2 [Bre98] ermittelt wurden. Dieses
unrunde Rad wurde auch fu¨r gleisdynamische Berechnungen fu¨r den
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Ausbau der Bahnstrecke Hamburg-Berlin verwendet [LMBW03]. Zur
Simulation der Sekunda¨rdurchbiegung des Gleises zwischen den Schwellen
entsprechend [Eis11] mit einem Abstand a = 0,60 m, der ca. 1/5 des
Umfanges eines Rades mit einem Durchmesser von ca. 0,96 m betra¨gt,
wurde außerdem eine Radunrundheit 5. Ordnung erga¨nzt. In Tabelle
5.5 sind die Unebenheiten zwischen Rad und Schiene mit Wegamplitude
und Phasenverschiebung und in Abbildung 5.15 der Radumlauf dargestellt.
n [-] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
∆zˆ [mm] 0,204 0,051 0,051 0,118 0,174 0,014 0,012 0,014 0,011 0,005
∆φ [rad] −5/4pi −1/2pi −1/4pi −7/4pi −3/4pi 0 −3/4pi −3/4pi 0 −1/4pi
Tabelle 5.5: Unebenheiten zwischen Rad und Schiene simuliert durch Ra-
dunrundheiten n-ter Ordnung mit zugeho¨riger Wegamplitude ∆zˆ und Pha-
senverschiebung ∆φ.
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Abbildung 5.15: Radumlauf der Radunrundheiten.
Die Fahrzeugrezeptanz Hw(iΩ) ergibt sich durch die Lo¨sung des Glei-
chungssystems (5.13) und anschließender Bildung des Verha¨ltnisses
Hw(iΩ) = ∆wˆw/(−∆Qˆ).[ −Ω2m3 + iΩcsec + ksec −iΩcsec − ksec 0
−iΩcsec − ksec −Ω2m2 + iΩ(csec + cpr) + kpr + ksec −iΩcpr − kpr
0 −iΩcpr − kpr −Ω2m1 + iΩcpr + kpr
]
×
 ∆wˆcb∆wˆbf
∆wˆw
 =
 00
−∆Qˆ

(5.13)
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Die fu¨r das Gleichungssystem notwendigen anteiligen Massen pro Rad m1,
m2 und m3 sowie die Federsteifigkeiten und Da¨mpfer der Prima¨r- und Se-
kunda¨rfesselung kpr, ksec, cpr und csec ko¨nnen Abbildung 5.16 entnommen
werden, wobei i die imagina¨re Einheit und Ω die Winkelgeschwindigkeit
(Ω = 2pi f) sind.
Bei einem vierachsigen Fahrzeug mit zwei Drehgestellen und
einem Wagenkasten betragen die anteiligen Massen pro Rad:
m1 = mw/2, d.h der Ha¨lfte der Radsatzmasse mw,
m2 = mbf/4, d.h. ein Viertel der Drehgestellmasse mbf und
m3 = mcb/8, d.h. ein Achtel der Wagenkastenmasse mcb.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Normalerweise ist der Öffnungswinkel im Konusmodell von der Querdehnzahl ν abhängig. 
Nach Wolf (1994) ergibt sich für  
− ν ≤ 1/3  ein Öffnungswinkel von θ = arctan [π/2 (1-ν)² / (1 - 2ν)] und für 
− ν > 1/3  ein Öffnungswinkel von θ = arctan [π (1-ν)], 
da die maßgebende Wellengeschwindigkeit für ν ≤ 1/3 die Kompressionswellengeschwindig-
keit cp und für ν > 1/3 die doppelte Scherwellengeschwindigkeit 2 · cs ist.  
Ohne Berücksichtigung der unterschiedlichen Wellengeschwindigkeiten bei Querdehnzahlen 
ν ≤ 1/3 bzw. ν > 1/3, wie andere Autoren z.B. Pais & Kausel (1988) angeben, ergibt sich eine 
weitere Zunahme des Öffnungswinkels mit zunehmender Querdehnzahl ν. 
In Bild 4 sind die daraus resultierenden Öffnungswinkel dargestellt, wobei die durchgezoge-
ne Linie nach Wolf (1994) und die gestrichelte Linie nach Pais & Kausel (1988) entstand. 
Entsprechend den Ausführungen der neueren Literatur nach Wolf (1994) ist die die Be-
schränkung der maßgebenden Wellengeschwindigkeit auf 2 · cs bei hohen Querdehnzahlen 
ν > 1/3 notwendig und demnach die durchgezogene blaue Linie in Bild 4 maßgebend für den 
Öffnungswinkel des Konus θ. 
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Abbildung 5.16: Modell fu¨r die Ermittlung der Fahrzeugrezeptanz Hw(iΩ)
(oben) und Modell fu¨r die Ermittlung der Gleisrezeptanz Hr(iΩ) (unten)
nach [Kno98].
Die erforderlichen Eingangwerte fu¨r die gleisdynamische Berechnung der
ho¨herfrequenten Anregungen sind in Tabelle 5.6 zusammengestellt.
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Symbol Bezeichnung Wert Einheit
Kontakt Er E-Modul Schienenstahl 2,10 · 1011 N/m2
Rad/ νr Querdehnzahl Schienenstahl 0,25 -
Schiene R Ersatzradius Rad-Schiene-Kontakt 0,587 m
(Radprofil Q Radkraft Lok BR 182 1,055 · 104 N
S 1002) kh Hertzsche Kontaktsteifigkeit Schiene 1,67 · 109 N/m
Schiene Ir Tra¨gheitsmoment Schiene 3,055 · 10−5 m4
UIC 60 µr Massebelegung Schiene 60,3 kg/m
Schwelle ms Masse gesamte Schwelle 305 kg
B 70 a Schwellenabstand 0,60 m
µs Massebel. 1/2 Schwelle µs = ms/(2 a) 254 kg/m
Zwischen- Krp dyn. Steifigkeit bei 30 Hz/Stu¨tzpunkt 1,10 · 108 N/m
lage βrp verschm. dyn. Steifigkeit βrp = Krp/a 1,83 · 108 N/m2
Zw 900 Crp dyn. Da¨mpfung bei 30 Hz/Stu¨tzpunkt 1,54 · 104 Ns/m
γrp verschm. Da¨mpfung γrp = Crp/a 2,57 · 104 Ns/m2
Schotter/ Kb Steifigkeit des Konus, siehe Tabelle 5.3 9,75 · 107 N/m
Unterbau/ βb verschmierte dyn. Steifigkeit βb = Kb/a 1,63 · 108 N/m2
Untergr. Cb Da¨mpfung des Konus, siehe Tabelle 5.3 6,51 · 105 Ns/m
γb verschmierte Da¨mpfung γb = Cb/a 1,08 · 106 Ns/m2
Fahrzeug- mcb Masse des Wagenkastens 6,20 · 104 kg
kennwerte mbf Masse des Drehgestells 8,00 · 103 kg
mw Masse des Radsatzes 2,00 · 103 kg
m1 anteilige Masse des Wagenkastens/Rad 7,75 · 103 kg
m2 anteilige Masse des Drehgestells/Rad 2,00 · 103 kg
m3 anteilige Masse des Radsatzes/Rad 1,00 · 103 kg
kpr Steifigkeit der Prima¨rfeder (einseitig) 1,20 · 106 N/m
ksec Steifigkeit der Sekunda¨rfeder (einseitig) 3,50 · 105 N/m
cpr Da¨mpfung der Prima¨rfeder (einseitig) 6,30 · 104 Ns/m
csec Da¨mpfung der Sekunda¨rfeder (einseitig) 8,22 · 104 Ns/m
Tabelle 5.6: Eingangswerte fu¨r die Ermittlung der ho¨herfrequenten Bean-
spruchungen.
Die Gleisrezeptanz Hr(iΩ) aus den Massen, Federn und Da¨mpfern der
Schiene, Zwischenlagen und Schwellen nach Abbildung 5.16 b) betra¨gt:
Hr(iΩ) =
1
4
√
64β3dyn · Er · Ir
(5.14)
mit der Biegesteifigkeit der Schiene Er · Ir und der Bettungssteifigkeit
βdyn =
(βrp + γrpiΩ− iΩ2µr) (βrp + βb + (γrp + γb)iΩ− Ω2µs)− (γrpiΩ + βrp)2
βrp + βb + (γrp + γb)iΩ− Ω2µs
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Die Hertzsche Kontaktsteifigkeit kh ergibt sich aus der Querdehnzahl νr und
dem Elastizita¨tsmodul Er der Schiene, dem Ersatzradius der Kontaktfla¨che
zwischen Rad und Schiene R und der Radkraft Q wie folgt:
kh =
1,5 ·Q
3
√
9
4
Q2 · (1− ν2r )2
E2r ·R
(5.15)
Die Schotterkraftschwankung ∆S(t) = ∆Sˆ · expiΩ t kann aus der Kraft-
schwankung zwischen Rad und Schiene ∆Q(t) = ∆Qˆ · expiΩ t wie folgt
ermittelt werden:
∆S(t) =
Ldyn · (βb + iΩγb) · (iΩγrp + βrp)
−Ω2µs + iΩ(γrp + γb) + (βrp + βb) ·Hr(iΩ) ·∆Pˆ · exp
iΩ t
(5.16)
mit der frequenzabha¨ngigen elastischen La¨nge Ldyn = 4
√
4 · Er · Ir/βdyn .
Die stationa¨re Schotterkraftschwankung ∆S(x,t) an der Stelle x = 0 unter
Beru¨cksichtigung des Abstandes x zur Lastangriffsstelle betra¨gt:
∆S(x,t) = ∆S(t) · exp−x/Ldyn ·(cos x
Ldyn
+ sin
x
Ldyn
) fu¨r x ≥ 0 und
(5.17)
∆S(x,t) = ∆S(t) · exp x/Ldyn ·(cos x
Ldyn
− sin x
Ldyn
) fu¨r x < 0 . (5.18)
Die zusa¨tzlichen Vertikalspannungen ∆p(x,t) infolge Unebenheiten zwi-
schen Rad und Schiene erha¨lt man durch Division der Schotterkraftschwan-
kung ∆S(x,t) mit der Ersatzfla¨che pi ·r20 fu¨r den Kreis nach Abbildung 5.12.
∆p(x,t) =
∆S(x,t)
pi · r20
(5.19)
In Abbildung 5.17 sind die Fahrzeugrezeptanz Hw(iΩ), die Gleisrezeptanz
Hr(iΩ) und die Radkraftschwankungen ∆Q/∆z mit den Eingangswerten
nach Tabelle 5.6 sowie die resultierenden Radkraftschwankungen ∆Q(t)
und Schotterkraftschwankungen ∆S(t) infolge Unebenheiten zwischen Rad
und Schiene nach Abbildung 5.15 dargestellt.
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Abbildung 5.17: a) Fahrzeugrezeptanz Hw(iΩ), b) Gleisrezeptanz Hr(iΩ)
und c) Radkraftschwankungen ∆Q/∆z mit den Eingangswerten nach Ta-
belle 5.6 sowie d) resultierende Radkraftschwankungen ∆Q(t) und Schotter-
kraftschwankungen ∆S(t) infolge Unebenheiten zwischen Rad und Schiene
nach Abbildung 5.15.
5.6.4 Ermittlung der Gesamtbeanspruchung
Die Gesamtbeanspruchung pges(x,t) ergibt sich aus der Summe der Verti-
kalspannungen p(x,t) entsprechend den Gleichungen (5.2) bzw. (5.3) und
den zusa¨tzlichen Vertikalspannungen ∆p(x,t) infolge Unebenheiten zwi-
schen Rad und Schiene nach Gleichung (5.19).
In Abbildung 5.18 sind diese 3 Vertikalspannungs-Zeitverla¨ufe dargestellt.
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Abbildung 5.18: Vertikalspannungs-Zeit-Verlauf aus niederfrequenter
p(x,t), ho¨herfrequenter ∆p(x,t) und Gesamtbeanspruchung pges(x,t).
5.7 Hypoplastische Berechnung
5.7.1 Numerisches Modell, Baugrundschichtung
 
 
 
Bild 10 FE-Modell für axialsymmetrischen Berechnungsquerschnitt mit Baugrundschichtung. 
 
Untergrund GU/GT 
Torf HN/HZ 
Seeton TM/TA
Schotter 
Tragschicht 
Schwelle 
Damm GU/GT
Abbildung 5.19: Axialsymmetrisches FE-Modell fu¨r die hypoplastische Be-
rechnung einschließlich Darstellung der Baugrundschichtung.
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5.7.2 Hypoplastische Parameter fu¨r die einzelnen Schichten
Die hypoplastischen Parameter fu¨r die einzelnen Schichten werden auf
Grundlage der Labor- und Feldversuchsergebnisse zur Ermittlung der
Bodeneigenschaften bei kleinen Dehnungen nach Abschnitt 5.1 festgelegt.
Entsprechend der Spannungsabha¨ngigkeit bei kleinen Dehnungen
(γ ≤ 10−4) mit dem Exponenten m0 = 0,50 nach Abschnitt 2.5 wird
der Exponent im hypoplastischen Stoffgesetz fu¨r die Anwendung bei
kleinen Dehnungen n0 = 1 − m0 = 0,50 gewa¨hlt. Die Parameter hs0
und mR werden nach Abschnitt 2.3.4 so festgelegt, dass man die in situ
vorhandene Steifigkeit G0 bei der zugeho¨rigen mittleren Spannung p und
Porenzahl e der einzelnen Bodenschichten nach Tabelle 5.1 erha¨lt.
Die Grenzporenzahlen ec0, ed0 und ei0, der kritische Reibungswinkel ϕc und
die Parameter α und β werden plausibel gewa¨hlt. Da nur Beanspruchun-
gen bei kleinen bis mittleren Scherdehnungen bis γ ≈ 5 · 10−4 einwirken,
die deutlich kleiner als die Grenzscherdehnungen im Bruchzustand von
γ ≈ 1 · 10−2 bei grobko¨rnigen Bo¨den bis γ ≈ 1 · 10−1 bei Torfen sind,
ist die exakte Bestimmung der Grenzporenzahlen und des kritischen
Reibungswinkels nicht notwendig. Entscheidend fu¨r die Steifigkeit G0 ist
vielmehr die Bestimmung von hs0 und mR auf Grundlage aller anderen
hypoplastischen Parameter sowie der in situ vorhandenen mittleren
Spannung p und Porenzahl e wie oben erwa¨hnt.
Aufgrund der gro¨ßeren Spannungsabha¨ngigkeit bei großen Dehnungen,
ausgedru¨ckt durch den Exponenten m ≈ 0,70 − 0,80 bei grobko¨rnigen
Bo¨den bis m ≈ 0,90 − 1,00 bei Tonen und Torfen nach Abschnitt 2.5.3
wu¨rden sich fu¨r Untersuchungen im Bereich gro¨ßerer Dehnungen andere
hypoplastische Parameter n = 1 − m < n0 = 0,5 und hs > hs0 ergeben.
Fu¨r die koha¨siven Bo¨den, insbesondere den Seeton und den Torf, wa¨re
außerdem in diesem Dehnungsbereich das hypoplastische Stoffgesetz nach
Masˇin [Mas05] besser geeignet.
Die Granulatha¨rte hs0 fu¨r die Bodenschichten aus GU/GT , TM/TA und
HN/HZ kann nach Gleichung 2.41 mit den festgelegten Grenzporenzahlen
ec0, ed0 und ei0, dem kritischen Reibungswinkel ϕc, den Parametern α und β
sowie dem Exponenten fu¨r die Spannungsabha¨ngigkeit n0 = 1−m0 = 0,50
so bestimmt werden, dass man die mit geophysikalischen Versuchen
bestimmte Steifigkeit G0 = c2s · ρ bei der in situ vorhandenen Spannung p
und Porenzahl e nach Tabelle 5.1 erha¨lt.
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Dammmaterial und Untergrund GU/GT
Fu¨r das Dammmaterial und den Untergrund aus sandigen und tonigen
Kies GU/GT wird der kritische Reibungswinkel mit ϕc = 30◦, die Dichte
bei lockerster Lagerung ρmin = 1,70 g/cm3 und bei dichtester Lagerung
ρmax = 2,10 g/cm3 und die Festoffdichte mit ρs = 2,65 g/cm3 abgescha¨tzt.
Demnach erha¨lt man emax = 0,55 und emin = 0,26. Entsprechend wurden
ec0 = 0,55, ed0 = 0,26 und ei0 = 0,60 ≈ 1,1 · ec0 gewa¨hlt.
Seeton TM/TA
Fu¨r den Seeton TM/TA wurden in [igi09] konsolidierte undrainierte Triaxi-
alversuche mit einem isotropen Anfangsspannungszustand von p = 20, 60
und 100 kPa durchgefu¨hrt und dabei die Scherparameter ϕ′ = 22,2◦ und
c′ = 12 kPa ermittelt. Diese sind a¨hnlich denen am Konstanzer Seeton mit
ϕ′ = 20,4− 21,0◦ und c′ = 13,9− 12,6 kPa (Projekt III aus [Bec09]). Ana-
log ergibt sich auch der kritische Reibungswinkel ϕc = 27◦ entsprechend
dem Winkel der Gesamtscherfestigkeit ϕs = arctan[tanϕ′/(c′/maxσ′v)]
mit maxσ′v ≈ 100 kPa. Die Festoffdichte wurde mit ρs = 2,65 g/cm3 be-
stimmt und die Dichten bei lockerster und dichtester Lagerung ρmin = 1,06
g/cm3 bzw. ρmax = 1,50 g/cm
3 abgescha¨tzt. Man erha¨lt emax = 1,50 und
emin = 0,77. Es wurden ec0 = ei0 = 1,50 und ed0 = 0,77 gewa¨hlt.
Torf HN/HZ
Fu¨r den Torf HN/HZ wurde in [Ing09] konsolidierte, drainerte Triaxial-
versuche mit einer isotropen Anfangsspannung von p = 20, 60 und 100 kPa
durchgefu¨hrt und dabei die Scherparameter ϕ′ = 20,9◦ und c′ = 19,5 kPa
bestimmt. Die Proben wurden dabei in einer in [Kec96] entwickelten, spe-
ziellen Versuchsapparatur direkt in der Triaxialzelle K0−konsolidert. Da-
durch erha¨lt man keine Sto¨rung durch den Aus- und Einbau gegenu¨ber einer
außerhalb der Triaxialzelle vorkonsolidierten Probe. Die aus den drainier-
ten (CD)-Triaxialversuchen ermittelten drainierten Scherparameter sind
geringer als die ha¨ufig aus undrainierten (CU)-Triaxialversuchen abgelei-
teten sehr hohen drainierten Scherparameter fu¨r den Torf. So sind z.B. in
[RSSN11] Reibungswinkel fu¨r den Torf aus CU-Versuchen von ϕ′ = 28−52◦
angegeben. Hingegen zeigten Rahmenscher- und Kreisringscherversuche am
selben Probenmaterial Reibungswinkel von ϕ′ = 25 − 35◦. Der kritische
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Reibungswinkel wurde mit ϕc = 27◦ entsprechend dem Winkel der Ge-
samtscherfestigkeit ϕs = arctan[tanϕ′/(c′/maxσ′v)] mit maxσ′v ≈ 150 kPa
festgelegt.
Torfe ko¨nnen stark unterschiedliche Lagerungsdichten aufweisen und der
Unterschied zwischen maximaler und minimaler Porenzahl ist entsprechend
groß. Mit ρs ≈ 1,50 g/cm3 erha¨lt man fu¨r eine minimale Trockendichte
von ρd = 0,10 g/cm3 e = 14,0 und fu¨r eine maximale Trockendichte von
ρd = 0,50 g/cm3 ergibt sich e = 2,0. Einen a¨hnlichen Streubereich der
Porenzahlen von Torfen zeigt auch Abbildung 2.17. Entsprechend wurden
ec0 = ei0 = 14,0 und ed0 = 2,0 gewa¨hlt.
Tragschicht GW
Die Kennwerte fu¨r die Tragschicht aus schwach wasserdurchla¨ssigen Korn-
gemisch (KG 1) mit einer Ko¨rnung von 0/32 mm und einer Bandbreite
des Siebdurchgangs entsprechend DBS 918 062 [DB 07] sowie D50 ≈ 2,0
mm, DPr = 1,00, k ≤ 1 · 10−6 m/s wurden entsprechend dem Hochs-
tetten Kies mit ebenfalls D50 = 2,0 mm nach [Her97] mit den modifi-
zierten hypoplastischen Parametern hs0 und n0 nach Tabelle 2.4 festge-
legt. Mit diesen hypoplastischen Parametern und der in situ vorhande-
nen Porenzahl von e = 0,265 ≈ emin = ed0 und der mittleren Span-
nung p ≈ 17 kPa erha¨lt man G0 ≈ 150 kPa, der dem Schubmodul
G0 = c2s · ρ = (260 m/s)2 · 2,20 kN/m3 ≈ 150 MPa nach Tabelle 5.1 ent-
spricht.
Schotter GE, X
Fu¨r den Schotter werden die hypoplastischen Parameter einschließlich der
Parameter fu¨r die intergranulare Dehnung nach Schu¨nemann [Sch06] ver-
wendet, in dem Bahnschotter nach BN 918 061 [DB 05] mit einer Ko¨rnung
von 31,5/63 mm, d50 ≈ 40 mm und U < 2 unter zyklischer Beanspruchung
untersucht wurde.
Es wurde lediglich der Exponent χ = 1,0 und ϑ = 10 (statt χ = 5 in [Sch06])
gewa¨hlt. Das wurde durch die Modifizierung des hypoplastischen Stoffgeset-
zes unter Verwendung des zusa¨tzlichen Parameters ϑ 6= χ nach Abschnitt
2.4.2 mo¨glich. Mit χ = 1,0 statt χ = 5,0 nimmt G mit zunehmenden γ nach
der Parametervariation in Abbildung 3.20 schneller ab. G(γ) wird dadurch
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wirklichkeitsna¨her erfasst, wie Untersuchungen in [RCS11] zeigen. Fu¨r den
dort verwendeten Schotter wurden ebenfalls die hypoplastischen Parame-
ter nach [Sch06] verwendet und ebenso abweichend χ = 1,0 gewa¨hlt. Mit
ϑ = 10 statt ϑ = 5 kommt es nach der Parametervariation in Abbildung
3.39 zu einer geringeren Akkumulation bleibender Verformungen. Das fu¨hrt
ebenfalls zu einem besser wiedergegebenen Schotterverhalten, denn wie im
Abschnitt 8.5 in [Sch06] angemerkt, sind die dort berechneten akkumulie-
rende Verformungen mit ϑ = χ = 5 zu groß.
Der Maximalwert der intergranularen Dehnung R = 1·10−4 ist aufgrund der
hohen Anzahl an Achsu¨berga¨ngen und des infolge Verkehrsbelastung stark
u¨berkonsolidierten Schotters sowie der geringen Ungleichfo¨rmigkeitszahl,
die nach Untersuchungen von Wichtmann & Triantafyllidis [WT11] zu ei-
ner geringeren Abnahme von G mit zunehmenden γ fu¨hrt, gro¨ßer als bei
anderen nichtbindigen Bo¨den nach Abschnitt 1.6.2. Der Verlauf G(γ) liegt
deshalb an der oberen Grenze der Bandbreite nach Abbildung 1.20 bzw.
nach [SI70] und entspricht in etwa der Kurve nach [VD91] mit IP = 15 %,
siehe Abbildung 5.20 d).
Abnahme des Schubmoduls G mit zunehmenden γ
Abbildung 5.20 zeigt die berechnete Abnahme des Schubmoduls G bzw.
des bezogenen Schubmoduls G/G0 mit zunehmenden γ fu¨r die einzelnen
Bodenschichten unter Zugrundelegung der hypoplastischen Parameter so-
wie den in situ vorhandenen Porenzahlen und Spannungen nach Tabelle
5.1. Die Berechnungen wurden vereinfachend fu¨r undrainierte Elementtests
entsprechend den Gleichungen (3.51) und (3.52) gefu¨hrt. Der Verlauf G(γ)
ist fu¨r drainierte triaxiale oder o¨dometrische Verha¨ltnisse gema¨ß Abbildung
3.28 a¨hnlich.
Der Verlauf G(γ) ist vor allem von den Parametern der intergranularen
Dehnung R, βr und χ abha¨ngig. Entsprechend den Untersuchungen in Ab-
schnitt 3.4.1 wurden fu¨r alle Bodenschichten βr = 0,30 und χ = 1,0 gewa¨hlt.
Auf Grundlage der RC-Versuchsergebnisse nach Abbildung 5.2 wurden fu¨r
den Seeton R = 2 · 10−4 und fu¨r den Torf R = 1 · 10−3 festgelegt. Die Para-
meter R = 5·10−5 fu¨r die grobko¨rnige Tragschicht aus GW und R = 1·10−4
fu¨r das gemischtko¨rnige Bodenmaterial aus GU/GT wurden entsprechend
den Ergebnissen von Vucetic & Dobry [VD91] nach Abbildung 3.21 gewa¨hlt.
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Abbildung 5.20: Abnahme des Schubmoduls G (linke Diagramme) und des
bezogenen SchubmodulsG/G0 (rechte Diagramme) mit zunehmenden γ. a),
b) Tragschicht; c), d) Schotter und Damm GU/GT ; e), f) Seeton TM/TA
und g), h) Torf HN/HZ.
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Zusammenstellung der hypoplastischen Parameter
In Tabelle 5.7 sind die hypoplastischen Parameter fu¨r die einzelnen Bau-
grundschichten und die Dichte ρ, die Dichte bei Wassersa¨ttigung ρsat, die
Anfangsporenzahl e sowie der in situ vorhandene Spannungszustand mit
der mittleren Spannung p und dem Ruhedruckbeiwert K0 nach Tabelle 5.1
und der sich aus dem hypoplastischen Stoffgesetz nach Gleichung (3.38)
ergebende Schubmodul G0 zusammengestellt.
Bezeichnung Schotter Tragsch. Damm Seeton Torf Untergr.
Bodengruppe GE, X GW GU/GT TM/TA HN/HZ GU/GT
ϕc [◦] 50 36 30 27 27 30
hs0 [kPa] 1,5 · 105 1,33 · 105 9,0 · 104 8,0 · 104 9,0 · 103 1,2 · 105
n0 [-] 0,40 0,50 0,50 0,50 0,50 0,50
ec0 [-] 1,00 0,45 0,55 1,50 14,0 0,55
ed0 [-] 0,65 0,26 0,26 0,77 2,00 0,26
ei0 [-] 1,15 0,50 0,60 1,50 14,0 0,60
α [-] 0,05 0,10 0,10 0,00 0,00 0,10
β [-] 4,00 1,80 1,00 1,00 1,00 1,00
R [-] 1,0 · 10−4 5,0 · 10−5 1,0 · 10−4 2,0 · 10−4 1,0 · 10−3 1,0 · 10−4
mR [-] 5,0 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0
mT [-] 2,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0
βr [-] 0,30 0,30 0,30 0,30 0,30 0,30
χ [-] 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
ϑ [-] 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0 10,0
ρ [g/cm3] 1,90 2,20 2,00 1,73 1,03 2,08
ρsat [g/cm3] 2,15 2,30 2,08 1,77 1,06 2,08
e [-] 0,50 0,265 0,52 1,30 8,00 0,52
p [kPa] 12 17 17 28 40 48
K0 [-] 2,0 1,2 0,50 0,55 0,55 0,50
G0 [MPa] ≈ 93 ≈ 150 ≈ 34 ≈ 21 ≈ 7,4 ≈ 67
Tabelle 5.7: Hypoplastische Parameter fu¨r die einzelnen Baugrundschichten
sowie Anfangsporenzahl e und Dichten ρ und ρsat.
Die Berechnungen erfolgten mit dem FE-Programm Tochnog [Rod12]. Fu¨r
alle Bodenschichten wurde ein isotroper Druck von 5 kPa durch den Be-
fehl group materi plasti hypo cohesion addiert. Dadurch werden numeri-
sche Probleme an der Oberfla¨che bei sehr geringen Spannungen und damit
Steifigkeiten vermieden. Die Annahme dieser geringen Koha¨sion, die als
Porenwasserunterdruck zu interpretieren ist, ist durchaus realistisch. Ober-
fla¨chennahe Saugspannungsmessungen in [Kos11] zeigten, dass die Saug-
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spannungen bei Kippenbo¨den sogar noch deutlich ho¨her (bis ca. 90 kPa)
sein kann.
5.7.3 Belastungsgeschichte
Bei nichtlinearen Berechnungen hat die Belastungsgeschichte aufgrund der
spannungs- und dehnungsabha¨ngigen Steifigkeiten einen wesentlichen Ein-
fluss auf die Berechnungsergebnisse. Es ist deshalb notwendig, die Belas-
tungsgeschichte wirklichkeitsnah zu erfassen und numerisch zu simulieren.
Es werden deshalb 2 U¨berfahrten mit jeweils 8 Achsen mit der Gleisumbau-
maschine PM 1000−URM als Vorbelastung eingetragen, siehe Abbildung
5.21.
 
 
     
-20
0
20
40
60
80
100
120
140
160
0 4 8 12 16 20 24 28
s [m]
p  
[ k
N
/ m
² ]
 
Abbildung 5.21: oben: Gleisumbaumaschine PM 1000−URM [Eur11]; un-
ten: Vertikalspannungs-Wegverlauf p(x,t) nach Gleichungen (5.2) und (5.3)
und den Eingangswerten nach Tabelle 5.3 fu¨r den statischen Fall (α ≈ 0)
infolge jeweils 225 kN Radsatzlast.
Abbildung 5.22 entha¨lt die berechneten Verformungen infolge der
U¨berfahrten mit der PM 1000 − URM wa¨hrend des Umbau mit 120 m/h
(Erstbelastung) sowie durch eine weitere U¨berfahrt mit 30 km/h (Zweitbe-
lastung).
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Abbildung 5.22: Verformungen infolge a), b) Erstbelastung durch den Um-
bau mit 120 m/h und c), d) Zweitbelastung durch PM 1000 − URM mit
30 km/h nach Abbildung 5.21. a), c) mit ϑ = 1,0 und c), d) mit ϑ = 10.
Die Verformungen infolge Erstbelastung durch die erste U¨berfahrt mit der
PM 1000−URM (Abbildung 5.22 a) und b)) sind um ca. 50 % gro¨ßer als
infolge Zweitbelastung (Abbildung 5.22 c) und d)). Massentra¨gheitseffekte
sind bei der 1. U¨berfahrt aufgrund der sehr geringen Umbaugeschwindig-
keit von 120 m/h vernachla¨ssigbar und spielen auch bei der 2. U¨berfahrt
mit 30 km/h fast keine Rolle.
Infolge der Berechnungen mit den hypoplastischen Parametern ϑ = 10 sind
die bleibenden Verformungen am Ende der 1. U¨berfahrt mit ca. 1,4 mm
in der Ebene UK Schwelle geringer als bei der Berechnung mit ϑ = 1 mit
ca. 2,2 mm. Infolge der 2. U¨berfahrt mit 30 km/h betragen die bleibenden
Verformungen bei der Berechnung mit ϑ = 10 weniger als 0,5 mm und bei
der Berechnung mit ϑ = 1 weniger als 1,0 mm, also deutlich weniger als bei
der 1. U¨berfahrt.
Hierdurch wird deutlich, dass die Simulation der Vorbelastung durch die
Gleisumbaumaschine sowohl fu¨r die Ermittlung der maximalen Verformun-
gen als auch fu¨r die Ermittlung der bleibenden Verformungen fu¨r nachfol-
gende U¨berfahrten wesentlich ist.
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5.7.4 Berechnungsergebnisse
Abbildung 5.23 entha¨lt die resultierenden Verformungen infolge der
U¨berfahrt eines Railjets nach Abbildung 5.10 mit einer Lokomotive der
Baureihe 182 und Wagen mit 130 km/h unter Beru¨cksichtigung vorheriger
Vorbelastung durch die Gleisumbaumaschine PM 1000−URM und dyna-
mischer Effekte durch Massentra¨gheitskra¨fte fu¨r die 4 Stellen UK Schwelle,
UK Schotter, Seeton 2,0 m unter SO und Torf 4,0 m unter SO.
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Abbildung 5.23: Verformungen infolge U¨berfahrt eines Railjets mit 130
km/h. Berechnung mit den hypoplastischen Parametern ϑ = 1 (links) und
ϑ = 10 (rechts).
Der Verformungs-Zeitverlauf wird durch Massentra¨gheitskra¨fte beeinflusst,
wie am ”Nachschwingen” von 1,8 − 2,0 s, in dem nach Abbildung 5.18 die
einwirkenden Vertikalspannungen pges ≈ 0 betragen, erkennbar ist. Trotz-
dem ist in Abbildung 5.23 erkennbar, dass bei Berechnung mit ϑ = 1 blei-
bende Verformungen resultieren, wa¨hrend bei der Berechnung mit ϑ = 10
praktisch keine bleibenden Verformungen am Ende der Zugu¨berfahrt vor-
handen sind.
Durch Ableitung der Verformungs-Zeitverla¨ufe nach der Zeit erha¨lt man
die Schwinggeschwindigkeits-Zeitverla¨ufe vmax = ∆s/∆t. Aus diesen wer-
den die gleitenden Effektivwerte veff nach [DIN95], siehe auch Gleichung
5.1 ermittelt.
Die Schwinggeschwindigkeiten im Frequenzbereich erha¨lt man durch Fou-
riertransformation der Schwinggeschwindigkeits-Zeitverla¨ufe vmax und an-
schließendes aufsummieren der einzelnen Schmalba¨nder innerhalb der Terz-
spektren nach Abschnitt 7.4 in [DIN95].
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Die mit den hypoplastischen Parametern nach Tabelle 5.7 (mit ϑ = 10) be-
rechneten maximalen und effektiven Schwinggeschwindigkeiten sind in den
Abbildungen 5.24 und 5.25 im Zeit- und Frequenzbereich dargestellt.
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Abbildung 5.24: Maximale und effektive Schwinggeschwindigkeiten im Zeit-
bereich infolge RJ mit 130 km/h aus hypoplastischer Berechnung mit den
Parametern nach Tabelle 5.7 (mit ϑ = 10).
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Abbildung 5.25: Maximale Schwinggeschwindigkeiten im Frequenzbereich
infolge RJ mit 130 km/h aus hypoplastischer Berechnung mit den Parame-
tern nach Tabelle 5.7 (mit ϑ = 10).
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5.8 Vergleich Mess- und Berechnungsergebnisse
In den Abbildungen 5.26, 5.27 und 5.28 ist ein Vergleich der Messergebnisse
mit den Ergebnissen der hypoplastischer Berechnung fu¨r die Verformungen
im Zeitbereich und die Schwinggeschwindigkeiten im Zeit- und Frequenz-
bereich dargestellt.
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Abbildung 5.26: Vergleich der Messergebnisse mit den Ergebnissen der hy-
poplastischen Berechnung fu¨r die Schwinggeschwindigkeiten im Zeitbereich.
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Abbildung 5.27: Vergleich der Messergebnisse mit den Ergebnissen der hy-
poplastischen Berechnung fu¨r die Verformungen im Zeitbereich.
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Abbildung 5.28: Vergleich der Messergebnisse mit den Ergebnissen der hy-
poplastischen Berechnung fu¨r die Schwinggeschwindigkeiten im Frequenz-
bereich.
Insgesamt la¨sst sich eine relativ gute U¨bereinstimmung der Messergebnisse
mit den Berechnungsergebnissen, sowohl im qualitativen Verlauf der Kur-
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ven als auch quantitativ in der Gro¨ße der maximalen Verformungen und
Schwinggeschwindigkeiten feststellen. Lediglich fu¨r den Messpunkt im Torf
4,0 m unter SO sind die rechnerisch ermittelten Verformungen und Schwing-
geschwindigkeiten etwas ho¨her gegenu¨ber der Messung.
Die charakteristischen Anregungen werden durch die Wagen-, Achs- und
Drehgestelle mit Anregungsfrequenzen fE ≤ 25 Hz wirklichkeitsnah wie-
dergegeben, wie im Frequenzspektrum in Abbildung 5.28 sichtbar ist. Die
25 Hz entsprechen bei der Zuggeschwindigkeit von ca. 130 km/h bzw. ca.
36 m/s einer Wellenla¨nge von 1,44 m, die deutlich kleiner als der kleinste
Achsabstand des Zuges von 2,5 m nach Abbildung 5.10 ist.
Bei den ho¨herfrequenten Anregungen fE > 25 Hz sind die Abweichungen
hingegen gro¨ßer, da diese lediglich auf Annahmen der Unebenheiten zwi-
schen Rad und Schiene nach Abbildung 5.15 und nicht auf tatsa¨chlichen
Messergebnissen beruhen.
5.9 Linear elastische Berechnung
5.9.1 Numerisches Modell, Modellparameter
Bei der elastischen Berechnung mit iterativer Anpassung der Steifigkeitspa-
rameter wird eine elastische Berechnung vorgenommen, bei der in definier-
ten Teilbereichen die Steifigkeiten aufgrund der Bodenschichtung und der
angenommenen Spannungen und Dehnungen festgelegt werden.
Innerhalb dieser Teilbereiche sind die bodenmechanischen bzw. bodendy-
namischen Eigenschaften konstant und a¨ndern sich am U¨bergang der ein-
zelnen Teilbereiche sprunghaft, analog dem U¨bergang an Schichtgrenzen.
Um dennoch einen mo¨glichst homogenen U¨bergang zwischen den einzelnen
Teilbereichen zu erhalten, ist eine Aufteilung in eine entsprechend gro¨ßere
Anzahl von Teilbereichen erforderlich. So wird z. B. eine Unterteilung der
Torfschicht in drei Teilbereiche (Gleisbereich, Bo¨schungsbereich und Be-
reich neben dem Damm) vorgenommen, um die ho¨here Steifgkeit aufgrund
der deutlich ho¨heren Spannung p unterhalb des Dammes gegenu¨ber dem
Bereich neben dem Damm zu erfassen.
In Abbildung 5.29 ist das numerische Modell sowie die Baugrundschichtung
und die Einteilung in die Teilbereiche dargestellt.
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Abbildung 5.29: Axialsymmetrisches FE-Modell fu¨r die elastische Berech-
nung einschließlich Darstellung der Baugrundschichtung und Teilbereiche.
5.9.2 Elastische Berechnung ohne Anpassung der Steifigkeit
Im vorliegenden Abschnitt werden numerischen Berechnungen mit dem
linear elastischem Stoffgesetz ohne Anpassung der Steifigkeit unter
Beru¨cksichtigung der Scherdehnung γ vorgenommen. Die elastischen Er-
satzparameter fu¨r die einzelnen Teilbereiche sind in Tabelle 5.8 zusammen-
gestellt.
Boden- ρ cs cp ν G0 E0 Es0 c0
schicht Bereich [g/cm3] [m/s] [m/s] [-] [MPa] [MPa] [MPa] [kNs/m3]
Schotter 1,75 230 430 0,30 93 241 324 26,0
Tragsch. 2,20 260 490 0,30 150 390 528 37,0
Damm Gleis 2,00 130 320 0,40 34 95 205 17,4
GU/GT Bo¨schung 2,00 110 270 0,40 24 68 146 14,8
Seeton Gleis 1,73 110 370 0,45 21 61 237 13,0
TM/TA Bo¨schung 1,73 100 330 0,45 17 50 188 11,8
Torf Gleis 1,03 85 370 0,47 7,4 22 141 6,0
HN/HZ Bo¨schung 1,03 80 330 0,47 6,6 19,4 112 5,7
n. Damm 1,03 70 250 0,46 5,0 14,7 64 4,9
Untergr. Gleis 2,08 200 1170 0,485 83 247 2850 28,7
GU/GT Bo¨schung 2,08 190 1110 0,485 75 223 2560 27,2
n. Damm 2,08 180 1050 0,485 67 200 2290 25,8
Tabelle 5.8: Elastische Ersatzparameter fu¨r die einzelnen Teilbereiche.
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Die elastischen Ersatzparameter wurden auf Grundlage der Labor- und
Feldversuchsergebnisse nach Tabelle 5.1 festgelegt. Die Materialda¨mpfung
wird in Form einer viskosen Da¨mpfung c0 = 2 ·D0 ·
√
ρ · E0 angesetzt, wobei
eine Mindestda¨mpfung von D0 = 2 % beru¨cksichtigt wird.
Berechnungsergebnisse
In Abbildung 5.30 sind die Verformungs-Zeitverla¨ufe im Ergebnis der elas-
tischen Berechnung ohne Anpassung der Steifigkeit dargestellt.
Die gro¨ßten Verformungen erha¨lt man bei der U¨berfahrt infolge des 2. Dreh-
gestells der Lok, siehe Abbildung 5.34. Sie betragen 1,41 mm in der Ebene
Unterkante Schwelle, 1,34 mm in der Ebene Unterkante Schotter, 1,10 mm
im Seeton 2,0 m unter SO und 0,60 mm im Torf 4,0 m unter SO.
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Abbildung 5.30: Verformungen infolge RJ mit 130 km/h aus elastischer
Berechnung ohne Anpassung der Steifigkeit.
Durch Ableitung der Verformungs-Zeitverla¨ufe nach der Zeit erha¨lt man
die Schwinggeschwindigkeits-Zeitverla¨ufe v = ∆s/∆t. Die so ermittelten
Schwinggeschwindigkeiten sind in Abbildung 5.31 im Zeitbereich und in
Abbildung 5.32 im Frequenzbereich dargestellt.
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Abbildung 5.31: Schwinggeschwindigkeiten im Zeitbereich infolge RJ mit
130 km/h aus elastischer Berechnung ohne Anpassung der Steifigkeit.
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Abbildung 5.32: Schwinggeschwindigkeiten im Frequenzbereich infolge RJ
mit 130 km/h aus elastischer Berechnung ohne Anpassung der Steifigkeit.
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5.9.3 Elastische Berechnung mit iterativer Anpassung der
Steifigkeit
Die Bodensteifigkeit G ist von der Scherdehnung γ abha¨ngig. Um die
Bodensteifigkeit realistischer wiedergeben zu ko¨nnen ist deshalb eine
Anpassung der Steifigkeit G(γ) erforderlich. Das erfolgt iterativ u¨ber die
ermittelte Scherdehnung γ, die man aus der im FE-Programm Tochnog
[Rod12] ermittelten, mit sd ept bezeichneten Invarianten des deviato-
rischen Dehnungstensors nach Gleichung (5.20), siehe auch [WH10a] erha¨lt.
γ =
√
2 · sd ept =
√
2 ·
√
(ε1 − εv/3)2 + (ε2 − εv/3)2 + (ε3 − εv/3)2
(5.20)
mit den Hauptdehnungen ε1, ε2, ε3 und
der volumetrischen Dehnung εv = ε1 + ε2 + ε3 .
Da γ jedoch innerhalb der Teilbereiche nicht konstant ist und zudem
vom Zeitverlauf γ(t) abha¨ngt, muss zur Festlegung von G(γ) eine fu¨r den
jeweiligen Teilbereich und fu¨r den gesamten Zeitverlauf charakteristische
Scherdehnung γ˜ ermittelt werden.
Die Ermittlung dieser charakteristischen Scherdehnung γ˜ erfolgt deshalb
in der Schichtmitte der definierten Teilbereiche und zwar analog der
Bildung des Maximalwertes des gleitenden Effektivwertes entsprechend
dem Auswerteverfahren der Schwingungsmessungen nach DIN 45672-2
[DIN95], siehe auch Gleichung (5.1) nach Gleichung (5.21).
γ˜ = max[γeff (t)] mit γeff (t) =
√
1
τ
∫ t
ξ
exp−(t−ξ)/τ γ2(ξ)∂ξ (5.21)
mit:
ξ laufende Zeitkoordinate,
t Zeitpunkt der Beobachtung und
τ = 0,125 s Integrationszeitkonstante (”Fast-Bewertung“ analog [DIN95].)
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In Abbildung 5.33 sind die Zeitverla¨ufe der Scherdehnungen γ(t) (links)
und der effektiven Scherdehnungen γeff (t) (rechts) jeweils in der Mitte der
einzelnen Teilbereiche dargestellt.
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Abbildung 5.33: links: Scherdehnungs-Zeitverla¨ufe γ(t), rechts: effektive
Scherdehnungs-Zeitverla¨ufe γeff (t) jeweils in der Mitte der einzelnen Teil-
bereiche.
Die Maximalwerte aus den effektiven Scherdehnungs-Zeitverla¨ufen (Abbil-
dung 5.33 rechts): γ˜ = max[γeff (t)] sind in Tabelle 5.9 zusammengestellt.
Aus der so ermittelten charakteristischen Scherdehnung γ˜ la¨sst sich fu¨r die
jeweilige Bodenschicht die gegenu¨ber G0 reduzierte Steifigkeit G(γ) bzw.
E(γ) sowie die Da¨mpfung D(γ) ermitteln.
Vereinfachend werden dazu fu¨r die Abnahme vonG/G0 die Gleichung (2.24)
sowie fu¨r D(γ) fu¨r mineralische Bo¨den die Gleichung (2.28) und fu¨r den Torf
HN/HZ Gleichung (2.29) verwendet. Dabei wird fu¨r die Tragschicht (GW )
IP = 0 %, fu¨r den infolge der Verkehrsbelastung stark u¨berkonsolidierten
Schotter (GE/X), fu¨r das Dammmaterial (GU/GT ) und fu¨r den Unter-
grund (GU/GT ) IP = 15 %, fu¨r den Seeton TM/TA IP = 30 % und
fu¨r den Torf HN/HZ (nur fu¨r die Ermittlung von G/G0) IP = 200 %
eingesetzt. Mit diesen Na¨herungen wird die in den Versuchsergebnissen er-
mittelte Abnahme von G/G0 gema¨ß Abbildung 5.20 relativ gut erfasst.
Als Eingabeparameter fu¨r das FE-Programm Tochnog [Rod12] sind der
E-Modul E = 2 (1 + ν) · G sowie die viskose Da¨mpfung c = 2 ·D · √ρ · E
erforderlich. Diese sind in Tabelle 5.9 zusammen mit der iterativ ermittel-
ten Scherdehnung γ˜ sowie die fu¨r die Ermittlung von E und c notwendigen
Werte G/G0, G(γ) und D(γ) zusammengestellt. Die Berechnungen konver-
gierten relativ gut. Es waren lediglich 2 Iterationsschritte notwenig.
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γ˜ G/G0 G(γ) E(γ) D(γ) c(γ)
Bodensch. Bereich [-] [-] [MPa] [MPa] [% ] [kNs/m3]
Schotter 2,3 · 10−4 0,70 65 169 6,8 74
Tragsch. 2,2 · 10−4 0,54 81 211 8,3 113
Damm Gleisbereich 4,3 · 10−4 0,59 20 56 8,9 60
GU/GT Bo¨schungsber. 1,1 · 10−4 0,82 20 56 5,0 33
Seeton Gleisbereich 3,3 · 10−4 0,76 16 46 6,1 34
TM/TA Bo¨schungsber. 1,6 · 10−4 0,86 15 43 4,6 25
Torf Gleisbereich 2,9 · 10−4 0,99 7,4 21,8 3,0 8,8
HN/HZ Bo¨schungsber. 1,9 · 10−4 1,00 6,6 19,4 2,7 7,6
neben Damm 3,8 · 10−5 1,00 5,0 14,7 2,2 5,4
Untergr. Gleisbereich 1,4 · 10−5 0,98 82 243 2,6 37
GU/GT Bo¨schungsber. 1,2 · 10−5 0,99 74 220 2,5 34
neben Damm 4,4 · 10−6 1,00 67 200 2,3 29
Tabelle 5.9: Iterativ aus der Scherdehnung ermittelte elastische Ersatzpa-
rameter fu¨r die einzelnen Teilbereiche.
Berechnungsergebnisse
Neben den iterativ ermittelten Scherdehnungen (Abbildung 5.33) sind die
Verformungen (Abbildung 5.34) und Schwinggeschwindigkeiten (Abbildun-
gen 5.35 und 5.36) wesentliche Berechnungsergebnisse.
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Abbildung 5.34: Verformungen infolge RJ mit 130 km/h aus elastischer
Berechnung mit iterativer Anpassung der Steifigkeit.
Der Verformungs-Zeitverlauf wird durch dynamische Effekte infolge von
Massentra¨gheitskra¨ften beeinflusst, wie am ”Nachschwingen” von 1,792 −
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2,048 s in Abbildung 5.34 erkennbar ist. Die gro¨ßten Verformungen erha¨lt
man bei der U¨berfahrt infolge des 2. Drehgestells der Lok, siehe Abbildung
5.34. Sie betragen 1,94 mm in der Ebene Unterkante Schwelle, 1,81 mm in
der Ebene Unterkante Schotter, 1,40 mm im Seeton 2,0 m unter SO und
0,95 mm im Torf 4,0 m unter SO.
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Abbildung 5.35: Schwinggeschwindigkeiten im Zeitbereich infolge RJ mit
130 km/h. Elastische Berechnung mit iterativer Anpassung der Steifigkeit.
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Abbildung 5.36: Schwinggeschwindigkeiten im Frequenzber. infolge RJ mit
130 km/h. Elastische Berechnung mit iterativer Anpassung der Steifigkeit.
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5.10 Vergleich der Ergebnisse mit hypoplasti-
scher und elastischer Berechnung
Im Folgendem Abschnitt wird ein Vergleich der Ergebnisse der hypoplas-
tischen Berechnung mit der elastischen Berechnung ohne Anpassung und
mit iterativer Anpassung der Steifigkeit vorgenommen. Dazu werden die
Verformungs-Zeitverla¨ufe sowie die Schwinggeschwindigkeits-Zeitverla¨ufe
im Zeit-und Frequenzbereich fu¨r die 4 Stellen UK Schwelle, UK Schotter,
Seeton 2,0 m unter SO und Torf 4,0 m unter SO betrachtet.
Dazu sind in den Abbildungen 5.37, 5.38 und 5.39 ein Vergleich dieser
Berechnungsergebnisse fu¨r die Verformungen im Zeitbereich und die
Schwinggeschwindigkeiten im Zeit- und Frequenzbereich dargestellt.
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Abbildung 5.37: Vergleich der Messergebnisse mit den Ergebnissen aus elas-
tischer Berechnung ohne und mit iterativer Anpassung der Steifigkeit sowie
hypoplastische Berechnung fu¨r die Verformungen im Zeitbereich.
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Abbildung 5.38: Vergleich der Messergebnisse mit den Ergebnissen aus elas-
tischer Berechnung ohne und mit iterativer Anpassung der Steifigkeit sowie
hypoplastische Berechnung fu¨r die Schwinggeschwindigkeiten im Zeitbe-
reich.
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5.10 Vergleich der Ergebnisse mit hypoplastischer und elastischer
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Abbildung 5.39: Vergleich der Messergebnisse mit den Ergebnissen aus elas-
tischer Berechnung ohne und mit iterativer Anpassung der Steifigkeit sowie
hypoplastische Berechnung fu¨r die Schwinggeschwindigkeiten im Frequenz-
bereich.
Insgesamt erha¨lt man fu¨r das Anwendungsbeispiel bei linear elastischer
Berechnung ohne Anpassung der Steifigkeit zu geringe Verformungen und
Schwinggeschwindigkeiten. Bei der linear elastischen Berechnung mit in-
terativer Anpassung der Steifigkeit werden hingegen Verformungen und
Schwinggeschwindigkeiten relativ gut wiedergegeben. Nachteilig bei dieser
Berechnung sind allerdings die zu treffenden Anpassungen der Steifigkeiten
und Annahmen hinsichtlich der Abgrenzung der Teilbereiche.
Mit der elastischen Berechnung mit iterativer Anpassung der Steifigkeit
erha¨lt man etwas geringere Verformungen und Schwinggeschwindigkeiten
gegenu¨ber der hypoplastischen Berechnung. Ursache hierfu¨r sind vermut-
lich die mobilisierten Zugkra¨fte bei der elastischen Berechnung, die bei der
hypoplastischen Berechnung nur bis zur Gro¨ße der maximalen Scherfestig-
keit beru¨cksichtigt werden.
Das wird besonders bei der Entlastung unmittelbar nach einem
Achsu¨bergang deutlich. Hier erha¨lt man zwischen den Achsen der Loko-
motive bei der hypoplastischen Berechnung eine gro¨ßere Verformung nach
oben gegenu¨ber der elastischen Berechnung. So erha¨lt man beispielswei-
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se fu¨r den Messpunkt Schwelle bei der hypoplastischen Berechnung eine
Hebung zwischen den Lokomotivenachsen von ca. 0,8 mm und bei der elas-
tischen Berechnung mit iterativer Anpassung der Steifigkeit eine Hebung
von lediglich 0,3 mm. Zum Vergleich zeigt die Messung an dieser Stelle eine
Hebung von ca. 0,7 mm.
Da die Scherdehnungen entsprechend Abbildung relativ gering sind, sind
die Abweichungen zwischen elastischer Berechnung mit iterativer Anpas-
sung der Steifigkeit und hypoplastischer Berechnung relativ gering. Man
erha¨lt mit beiden Berechnungsmethoden realistische Ergebnisse fu¨r die Ver-
formungen und Schwinggeschwindigkeiten.
Der numerische Aufwand bei der hypoplastischen Berechnung ist deutlich
ho¨her, jedoch werden Spannungen und Dehnungen gegenu¨ber der elasti-
schen Berechnung wirklichkeitsna¨her erfasst. Zudem ha¨ngen die Ergebnisse
der elastischen Berechnung von der Festlegung der Teilbereiche innerhalb
einer Bodenschicht ab, fu¨r die ein konstantes Materialverhalten angenom-
men wird. Am U¨bergang dieser Teilbereiche a¨ndern sich sprunghaft die bo-
dendynamischen Eigenschaften analog dem U¨bergang an Schichtgrenzen.
Die aus den Schwingungsmessungen resultierenden Verformungen infolge
einer einzelnen Zugu¨berfahrt sind so gering, dass sie nicht messbar sind.
Messtechnisch mittels Inklinometer in der Ebene UK Tragschicht ermittel-
te Langzeitverformungen waren ebenfalls sehr gering und betrugen ca. 8
mm nach ca. 5 Monaten bzw. ca. 350.000 Achsu¨berga¨ngen und ca. 12 mm
nach ca. 11 Monaten bzw. ca. 770.000 Achsu¨berga¨ngen.
Bei den hypoplastischen Berechnungen erha¨lt man bei Verwendung der
Parameter ϑ = χ = 1 rechnerisch relativ große bleibende Verformungen
infolge der Zugu¨berfahrt mit 10 Achsu¨berga¨ngen. Unter Verwendung des
modifizierten hypoplastischen Stoffgesetztes nach Gleichung (3.45) mit dem
Parameter ϑ = 10 resultieren praktisch keine bleibenden Verformungen am
Ende der simulierten Zugu¨berfahrt (siehe Abbildung 5.23), was praktisch
den gemessenen Verformungen entspricht.
Insgesamt la¨sst sich feststellen, dass das modifizierte hypoplastische Stoff-
gesetz eine realistische Abbildung des Bodenverhaltens darstellt. Dabei sind
keine Annahmen und iterativen Anpassungen notwendig, d.h. man kann das
Modell auch fu¨r andere (analoge) Anwendungen verwenden, die außerhalb
von Anwendungsmo¨glichkeiten von semiempirischen Modellen liegen.
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In der Arbeit wurde gezeigt, wie und unter welchen Randbedingungen man
die Bodensteifigkeit bei sehr kleinen Dehnungen sowie die Abnahme der
Steifigkeit mit zunehmender Scherdehnung mit Labor- und Feldversuchen
ermitteln kann. Dabei wurde eine einheitliche Definition der Scherdeh-
nung u¨ber eine Scherdehnungsinvariante vorgenommen, um eine Vergleich-
barkeit der Versuchergebnisse mit unterschiedlichen Randbedingungen zu
ermo¨glichen. Weiterhin wurden typische bodendynamische Eigenschaften
mineralischer und organischer Bo¨den zusammengestellt und Korrelationen
dazu angegeben. Im Vergleich zum Bodenverhalten bei großen Dehnungen
ist bei kleinen Dehnungen einerseits die Steifigkeit deutlich ho¨her und an-
dererseits ihre Spannungsabha¨ngigkeit niedriger.
Weiterhin wurde dargelegt, wie man das Bodenverhalten mit dem hypo-
plastischen Stoffgesetz in der Version nach [vW97] einschließlich der Erwei-
terung mit intergranularen Dehnungen nach [NH97] bei kleinen Dehnungen
bei geeigneter Wahl der hypoplastischen Parameter und der Parameter fu¨r
die intergranulare Dehnung qualitativ gut erfassen kann. Es wurde gezeigt,
wie die Parameter festzulegen sind, um die entsprechend hohe Anfangsstei-
figkeit sowie die Abnahme der Steifigkeit mit zunehmender Scherdehnungs-
amplitude wirklichkeitsnah wiedergeben zu ko¨nnen.
Im hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranularen Dehnungen kann nur
ein konstanter Exponent fu¨r die Spannungsabha¨ngigkeit der Steifigkeit und
Multiplikatoren mR und mT fu¨r die Steifigkeiten bei kleinen Dehnungen
nach einem Richtungswechsel gewa¨hlt werden. Durch die Wahl des Expo-
nenten m0 = 1 − n0 = 0,50 und entsprechend modifizierter Granulatha¨rte
hs0 gegenu¨ber den in Laborversuchen bei großen Dehnungen ermittelten
hypoplastischen Parametern n und hs kann bis zu einer Scherdehnung
von γ ≈ 5 · 10−4 die spannungs- und dehnungsabha¨ngige Steifigkeit un-
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ter Verwendung der Parameter mR und mT wirklichkeitsnah (im Sinne
der Spannungsabha¨ngigkeit) wiedergegeben werden. Bei gro¨ßeren Scher-
dehnungen γ ≥ 5 · 10−4 wa¨chst hingegen der Exponent fu¨r die Spannungs-
abha¨ngigkeit deutlich an und die Annahme eines konstanten Exponenten
m0 = 1− n0 = 0,50 ist nicht mehr zutreffend.
Die Abnahme der Steifigkeit G mit zunehmender Scherdehnungsamplitu-
de kann durch die Wahl der Parameter βr = 0,30, χ = 1,0 und R in
Abha¨ngigkeit von der Scherdehnung γ0,8, bei der das Verha¨ltnis G/G0 =
0,80 betra¨gt, erfasst werden. Fu¨r Sande betra¨gt R ≈ 5 ·10−5 und fu¨r Bo¨den
mit hoher Plastizita¨t und damit ho¨herem γ0,8 ist R entsprechend gro¨ßer.
Fu¨r die realistische Erfassung der Akkumulation von Dehnungen bei drai-
nierten Bedingungen bzw. von Porenwasserdru¨cken bei undrainierten Be-
dingungen infolge zyklischer Belastung ist eine Modifizierung des hypo-
plastischen Stoffgesetzes sowie die Einfu¨hrung eines zusa¨tzlichen Stoffge-
setzparameters ϑ notwendig. Der Parameter ϑ kann aus den akkumulierten
Verformungen bzw. Porenwasserdru¨cken in zyklischen Laborversuchen (z.B.
Triaxialversuchen, Einfachscherversuchen oder Tosions-Scherversuchen) bei
Scherdehnungen γ < 5 · 10−4 ermittelt werden. Fu¨r Scherdehnungen
γ > 5 · 10−4 kann man mit dem Parameter ϑ die Gro¨ße der bleibenden
Verformungen bzw. Porenwasserdru¨cke kaum beeinflussen, da der Ausnut-
zungsgrad der intergranularen Dehnungen ρ ≈ 1 und damit der Faktor
ρϑ ≈ 1 betra¨gt.
Mit dem modifizierten hypoplastischen Stoffgesetz ist eine wirklichkeitsna-
he Beschreibung des Bodenverhaltens unter dynamischer Belastung, ins-
besondere der Ausbildung der Hystereseschleifen und eine zuverla¨ssige
Prognose von akkumulierten Verformungen und Porenwasserdru¨cken infol-
ge dynamischer Belastung (z.B. Maschinenfundamenten, Windenergieanla-
gen, Bauwerks- oder Verkehrserschu¨tterungen) bis zu einer Scherdehnung
γ ≤ 5·10−4 unter einer begrenzten Anzahl von Lastzyklen mo¨glich. Mit dem
Stoffgesetz ko¨nnen aber auch die fu¨r explizite Materialmodelle zur Ermitt-
lung der Setzungsakkumulation infolge hochzyklischer Belastung [Wic05],
[WNT05] notwendigen impiziten Zyklen zur Ermittlung der Dehnungsin-
kremente bestimmt werden.
Weiterhin wurde in der Arbeit gezeigt, dass man mit geeigneter Wahl
der Zeitschritte (∆t ≤ 1/(10 · f) in Abha¨ngigkeit von der Anregungs-
frequenz f) und der Elementgro¨ße bzw. Knotenabsta¨nde (lc ≈ cp/∆t in
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Abha¨ngigkeit von der Kompressionswellengeschwindigkeit cp) die Wellen-
ausbreitung durch numerische Berechnungen mit unterschiedlichen Stoff-
gesetzen sowohl im qualitativen Verlauf als auch in der Gro¨ße der Wel-
lengeschwindigkeiten und der Verschiebungsamplituden ausreichend genau
erfassen kann und gute U¨bereinstimmungen mit bekannten analytischen
Lo¨sungen aus der Literatur erha¨lt. Die Gro¨ße des FE-Netzes ist dabei so zu
wa¨hlen, dass ungewollte Reflektionen der Wellen an den FE-Ra¨ndern die
Berechnungsergebnisse in den betrachteten Punkten nicht wesentlich be-
einflussen. Durch die Modellierung von Federn und Da¨mpfern ko¨nnen die
Wellen an den FE-Ra¨ndern absorbiert werden, wodurch eine Verkleinerung
des FE-Netzes mo¨glich ist. Eine vollsta¨ndige Absorbierung der Wellen ist
jedoch nur bei linear elastischen Materialverhalten mo¨glich, da die Feder-
steifigkeit und Da¨mpfungskapazita¨t an den Ra¨ndern als konstante Werte
festzulegen sind.
Mit den numerischen Berechnungen mit typischen, in der Praxis vorkom-
menden Belastungen mit Fla¨chenlasten und halbsinusfo¨rmigen Anregungen
mit 5, 10 und 20 Hz konnte festgestellt werden, dass es deutliche Unterschie-
de im Verhalten im Nahbereich und Fernbereich der dynamisch belasteten
Fla¨che gibt. In unmittelbarer Na¨he zur Belastungsfla¨che verha¨lt sich der Bo-
den a¨hnlich wie in einem zyklischen Triaxialversuch, bei dem die Scherdeh-
nung hauptsa¨chlich von der Lastampiltude und kaum von der Anregungs-
frequenz abha¨ngt. Eine Verdoppelung der Anregungsfrequenz bei gleicher
Lastamplitude fu¨hrt dabei zu einer anna¨hernd doppelt so großen Schwing-
geschwindigkeit, wa¨hrend die Scherdehnungsamplitude in etwa gleich groß
bleibt. Hingegen ha¨ngt das Materialverhalten im Fernbereich im Wesent-
lichen von den Massentra¨gheitskra¨ften und der Energiedissipation infolge
der Wellenausbreitung ab. La¨sst sich im Fernbereich die sich ausbreiten-
de Welle anna¨hernd einer Scherwelle zuordnen, bei der sich die Welle in
La¨ngsrichtung ausbreitet und die maximalen Verformungen senkrecht dazu
auftreten, kann die Wellenausbreitung auf ein anna¨hernd eindimensiona-
les Problem zuru¨ckgefu¨hrt werden. Nur in diesem Fall gilt die Beziehung
γ ≈ vres/cs.
Bei nichtlinearem Verhalten kommt es sowohl bei Verwendung des bilinea-
ren Stoffgesetzes mit ho¨herer Entlastungssteifigkeit gegenu¨ber der Belas-
tungssteifigkeit als auch beim hypoplastischen Stoffgesetz mit spannungs-
und dehnungsabha¨ngiger Steifigkeit infolge eines dynamischen Lasteintra-
ges zur Reflektion nach dem Zusammentreffen der Entlastungswelle auf die
Belastungswelle. Dabei wird Energie umgewandelt, die nicht mehr fu¨r die
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Dehnung in tieferen Bodenbereich zur Verfu¨gung steht und es kommt zur
Ausbildung von Hystereseschleifen und damit zur Akkumulation bleiben-
der Dehnungen. Bei den Berechnungen mit dem hypoplastischen Stoffge-
setz nimmt außerdem die Steifigkeit aufgrund der Zunahme der Spannung
durch das Bodeneigengewicht mit der Tiefe zu, wodurch es zu kontinuier-
lichen Reflexionen und Refraktionen an gedachten Grenzen infinitesimal
dicker Schichten mit ho¨herer Steifigkeit kommt.
Untersuchungen zur Wellenausbreitung im flu¨ssigkeitsgesa¨ttigten, poro¨sen
Medium auf Grundlage der Biot-Theorie zeigten, dass die Anregungsfre-
quenz f und die Durchla¨ssigkeit k des Korngeru¨sts einen wesentlichen Ein-
fluss auf die viskose Kopplung zwischen Feststoff- und Flu¨ssigkeitsanteil
haben. Man kann jedoch fu¨r die meisten praktischen Anwendungsfa¨lle mit
f ≤ 100 Hz und fu¨r Bo¨den mit Durchla¨ssigkeiten k ≤ 10−3 m/s verein-
fachend davon ausgehen, dass die viskose Kopplung so hoch ist, dass die
Wellenausbreitung mit der Scherwellengeschwindigkeit cs =
√
G/ρ wie bei
einem Ein-Phasen-Medium ist. Die Wellengeschwindigkeit der Kompressi-
onswelle cp ist ebenfalls nur gering von der Frequenz abha¨ngig und ist bei
vollsta¨ndiger Flu¨ssigkeitsfu¨llung der Poren gro¨ßer als bei Wasser (cp ≥ 1400
m/s). Mit abnehmender Wassersa¨ttigung nimmt cp deutlich ab und ist bei
Sr ≤ 98 % nur noch so groß wie die Wellengeschwindigkeit des Korngeru¨sts
cs =
√
Es/ρ.
In einem Anwendungsbeispiel wurde anhand der dynamischen Beanspru-
chung eines Eisenbahndammes auf weichem, organischen Untergrund fu¨r
ein Randwertproblem gezeigt, dass das Bodenverhalten mit dem modifizier-
ten hypoplastischen Stoffgesetz mit intergranularen Dehnungen realistisch
abgebildet werden kann. Mit den numerischen Berechnungen mit diesem
Stoffgesetz werden Spannungen und Dehnungen wirklichkeitsnah erfasst.
Die Berechnungsergebnisse zeigen eine gute U¨bereinstimmung mit Ergeb-
nissen von Schwingungsmessungen und Langzeitverformungsmessungen.
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Summary
In this thesis it is shown how to determine the soil stiffness at very small
strains, as well as the decrease in stiffness with increasing shear strain
amplitude in laboratory and field tests. Typical properties and empirical
correlations of coarse-, fine-grained and organic soils are collected and si-
gnificant differences in soil stiffness and stress-dependence at small strains
compared to large strains are shown.
Further it is shown how one can realistically reproduce the soil behaviour
at small strains with the hypoplastic constitutive model with intergranular
strains and how the material parameters are determined. For a realistic
prediction of soil behaviour due to cyclic loading including hysteresis loops
in the stress-strain relationship, a modification of the hypoplastic constitu-
tive model is made by using an additional material parameter. It is shown
how this additional parameter can be determined in cyclic laboratory tests
and how the accumulation of strains in drained conditions and excess pore
pressures built up in undrained conditions can be realistically reproduced.
Based on the dynamic load on a railway embankment on soft marshy
ground, the modified hypoplastic constitutive model with intergranular
strains is applied for a boundary value problem. It is demonstrated, that
the soil behaviour can be reproduced realistically. Numerical results show a
good agreement with results of vibration measurements and measurements
of permanent displacements.
A dynamical numerical analysis is performed for both one-dimensional and
half-space conditions. Different constitutive models have been applied and
compared with analytical solutions. The results demonstrate requirements
on numerical analysis of wave propagation, in particular with regards to
time steps, element size, node spacing, size of the FE mesh and boundary
conditions.
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246 Summary
Furthermore, based on the Biot-theory, differences in wave propagation in a
fluid-saturated porous medium and in a non-porous medium are presented.
The conditions are specified, which enable to simplify the wave propagation
in a porous medium as for the case of a non-porous medium.
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Symbolverzeichnis
Einige Symbole werden fu¨r mehrere Variablen verwendet. Es sollten keine
Verwechslungen auftreten, da diese in unterschiedlichen Kontexten vorkom-
men (z.B. n als Exponent im hypoplastischen Stoffgesetz (siehe Abschnitt
3) sowie Porenanteil n bei der Wellenausbreitung im poro¨sen Medium (siehe
Abschnitt 4.3).
Symbol SI-Einheit Bedeutung
A [m2] Fla¨che
Cb [Ns/m] Da¨mpfung des Konus im gleisdynamischen Modell
Ckrit [Ns/m] kritische Da¨mpfung im gleisdynamischen Modell
Crp [Ns/m] Da¨mpfung der Zwischenlage
Cb [1/kPa] Kompressibilita¨t des Korngeru¨stes
Cl [1/kPa] Kompressibilita¨t der Flu¨ssigkeit
Cs [1/kPa] Kompressibilita¨t des Feststoffes
D [-] Lagerungsdichte
D(γ) [-] Da¨mpfungsgrad (scherdehnungsabha¨ngig)
D1 −D4 [-] Faktoren fu¨r die gleisdynamische Berechnung
E [kPa] Elastizita¨tsmodul
Er [kPa] Elastizita¨tsmodul des Schienenstahls
Eref50 [kPa] Sekantensteifigkeit bei pref bei 50 % Festigkeit aus
drainierten Triaxialversuchen, Parameter im HS-Small
Erefoed [kPa] Sekantensteifigkeit bei pref bei 50 % Festigkeit fu¨r Erst-
belastung in O¨dometerversuchen, Parameter im HS-Small
Erefur [kPa] E-Modul fu¨r Ent- und Wiederbelastung im HS-Small
Es [kPa] Steifemodul, Steifemodul des poro¨sen Korngeru¨stes
Es1 [kPa] Steifemodul fu¨r Erstbelastung im bilineraren Stoffgesetz
Es2 [kPa] Steifemodul fu¨r Ent- und Wiederbelastung im bilin. St.-g.
Es0 [kPa] Maximalwert des Steifemoduls bei sehr kleinen Dehnungen
Es,Bel [kPa] Steifemodul fu¨r Belastung bei großen Dehnungen
Es,Entl [kPa] Steifemodul fu¨r Entlastung bei großen Dehnungen
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Symbol SI-Einheit Bedeutung
F [-] Spannungsfunkt. der Grenzbed. n. MATSUOKA/NAKAI
F (e) [-] porenzahlabha¨ngiger Faktor
G [kPa] Schubmodul, Schubmodul des poro¨sen Korngeru¨stes
G0 [kPa] Maximalwert des Schubmoduls bei sehr kleinen Dehnungen
GBel [kPa] Schubmodul fu¨r Belastung bei großen Dehnungen
GEntl [kPa] Schubmodul fu¨r Entlastung bei großen Dehnungen
Gm [kPa] mittl. Schubmodul aus Be-, Entlastung bei großen Dehn.
Gm [kPa] mittl. Schubmodul unterschiedl. Schichten im Konusmodell
Hw(iΩ) [m/N] Fahrzeugrezeptanz (frequenzabha¨ngig)
Hr(iΩ) [m/N] Gleisrezeptanz (frequenzabha¨ngig)
Ir [m4] Tra¨gheitsmoment der Schiene
IC [-] Konsistenzzahl
ID [-] bezogene Lagerungsdichte
IP [-] Plastizita¨tszahl
K [-] Spannungsverha¨ltnis
K0 [-] Ruhedruckbeiwert
Knc0 [-] Ruhedruckbeiwert unter normalkonsolidierten Bedingungen
K [kPa] Kompressionsmodul des Korngeru¨stes
Kf [kPa] Kompressionsmodul der Flu¨ssigkeit
Ks [kPa] Kompressionsmodul des Feststoffes
Kb [kPa] Steifigkeit des Konus im gleisdynamischen Modell
Krp [kPa] Steifigkeit der Zwischenlage im gleisdynamischen Modell
L [m] elastische La¨nge im gleisdynamischen Modell
Ldyn [m] frequenzabh. elastische La¨nge im gleisdynamischen Modell
OCR [-] U¨berkonsolidierungsgrad
PWD [kPa] Porenwasserdruck
P [N] Radsatzlast
Q [N] Radkraft
∆Q [N] Radkraftschwankung
∆Qˆ [N] komplexe Amplitude der Radkraftschwankung
R [m] Ersatzradius des Rad-Schiene-Kontaktes
R [-] Maximalwert der intergranularen Dehnung im hyp. St.-g.
P , Q, R [kPa] Bodenkonstanten im flu¨ssigkeitsges., poro¨sen Medium
Rf [-] Verha¨ltnis zw. Asymptote der hyperbolischen Spannungs-
Dehnungsbeziehung und der maximalen Scherfestigkeit
S [-] von der Bodenart abha¨ngiger Faktor
Si,j(f) [m2/s2] Kreuzleistungsdichte (frequenzabha¨ngig)
∆S [N] Schotterkraftschwankung
∆Sˆ [N] komplexe Amplitude der Schotterkraftschwankung
Sr [-] Sa¨ttigungsgrad
U [-] Ungleichfo¨rmigkeitszahl
V [m3] Einheitsvolumen
Vp [m3] Porenvolumen
Vs [m3] Volumen des Feststoffes
W [kPa] elastische Speicherenergie
∆W [kPa] dissipierte Energie
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Symbol SI-Einheit Bedeutung
a [-] Parameter fu¨r die Grenzbedingung in der Hypoplastizita¨t
a [m] Schwellenabstand im gleisdynamischen Modell
a0 − a2 [-] Faktoren fu¨r die gleisdynamische Berechnung
bs [m] Schwellebreite im gleisdynamischen Modell
bL [m] Breite des Langstra¨gers im gleisdynamischen Modell
c′ [kPa] Koha¨sion (effektiver Scherparameter)
cu [kPa] undrainierte Koha¨sion
cc [m/s] Wellengeschwindigkeit
cp [m/s] Kompressionswellengeschwindigkeit
cp1 [m/s] Geschwindigkeit der 1. Kompressionswelle im poro¨sen Medium
cp2 [m/s] Geschwindigkeit der 2. Kompressionswelle im poro¨sen Medium
cp1 [m/s] Kompr.-wellengeschw. fu¨r Erstbelastung im bilin. St.-g.
cp2 [m/s] Kompr.-wellengeschw. fu¨r Ent-, Wiederbel. im bilin. St.-g.
cr [m/s] Rayleighwellengeschwindigkeit
cs [m/s] Scherwellengeschwindigkeit
c(γ) [Ns/m3] viskose Da¨mpfung
cpr [Ns/m] Da¨mpfung der Prima¨rfeder im gleisdynamischen Modell
csec [Ns/m] Da¨mpfung der Sekunda¨rfeder im gleisdynamischen Modell
d [m] Probendurchmesser, Korndurchmesser, Schichtdicke
d50 [m] mittlerer Korndurchmesser
e [-] Porenzahl
ec [-] kritische Porenzahl
ec0 [-] kritische Porenzahl bei ps = 0
ed [-] Porenzahl bei maximaler Verdichtung
ed0 [-] Porenzahl bei maximaler Verdichtung bei ps = 0
ei [-] maximale Porenzahl bei isotroper Kompression
ei0 [-] maximale Porenzahl bei isotroper Kompression bei ps = 0
emax [-] maximale Porenzahl aus Standard-Laborversuch
emin [-] minimale Porenzahl aus Standard-Laborversuch
eij [-] deviatorischer Dehnungstensor
f [Hz] Frequenz
fE [Hz] Eigenfrequenz
fa [-] porenzahlabha¨ngiger skalarer Faktor in der Hypoplastizita¨t
fd [-] druck- und porenzahlabha¨ngiger skalarer Faktor
fs [-] druck- und porenzahlabha¨ngiger skalarer Faktor
f(K) [-] skalarer Faktor in Abha¨ngigkeit vom Spannungsverha¨ltnis
fo(K) [-] skalarer Faktor bei o¨dometrischen Randbedingungen
fu(K) [-] skalarer Faktor bei undrainierten triaxialen Randbedingungen
g [m/s2] Erdbeschleunigung
hs [kPa] Granulatha¨rte im hypoplastischen Stoffgesetz
hs0 [kPa] Granulatha¨rte im modifiziertem hypoplastischen Stoffgesetz
i [-] imagina¨re Einheit i =
√−1
kh [kPa] Hertzsche Kontaktsteifigkeit
k [m/s] Durchla¨ssigkeitsbeiwert, Parameter im HS-Small
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Symbol SI-Einheit Bedeutung
kb [N/m3] Bettungsmodul des Bodens im gleisdynamischen Modell
krp [N/m3] Bettungsmodul der Zwischenlage im gleisdyn. Modell
kges [N/m3] Gesamt-Bettungsmodul im gleisdynamischen Modell
kpr [N/m] Steifigkeit der Prima¨rfeder
ksec [N/m] Steifigkeit der Sekunda¨rfeder
la [m] Auflagerla¨nge einer Halbschwelle im gleisdyn. Modell
m [-] Exponent fu¨r Spannungsabha¨ng., Parameter im HS-Small
m [kg] Gesamtmasse des flu¨ssigkeitsgesa¨ttigten, poro¨sen Mediums
mf [kg] Masse des Flu¨ssigkeitsanteils
ms [kg] Masse des Feststoffanteils, Masse der gesamten Schwelle
mcb [kg] Masse des Wagenkastens
mbf [kg] Masse des Drehgestells
mw [kg] Masse des Radsatzes
m1 [kg] anteilige Masse des Wagenkastens pro Rad
m2 [kg] anteilige Masse des Drehgestells pro Rad
m3 [kg] anteilige Masse des Radsatzes pro Rad
mR [-] Erho¨hungsfaktor fu¨r einen Richtungswechsel um 180◦
mT [-] Erho¨hungsfaktor fu¨r einen Richtungswechsel um 90◦
n [-] Exponent im hypoplastischen Stoffgesetz, Porenanteil
n0 [-] Exponent im modifiziertem hypoplastischen Stoffgesetz
ps [kPa] mittlere effektive Druckspannung
p′ [kPa] mittlere effektive Spannung
p(x,t) [kPa] Spannungs-Zeit-Verlauf
pref [kPa] Bezugspannung fu¨r die Steifigkeit, Parameter im HS-Small
r0 [m] Radius des Ersatzkreises im gleisdynamischen Modell
sij [kPa] deviatorischer Spannungstensor
s(t) [m] Verformungs-Zeitverlauf
smax [m] Maximalwert des Verformungs-Zeitverlaufes
ui [m] (i = x, y, z) Verschiebungskomponenten
vi [m/s] (i = x, y, z) Schwinggeschwindigkeitskomponenten
vres [m/s] resultierende Schwinggeschwindigkeit
vmax(t) [m/s] maximaler Schwinggeschwindigkeits-Zeitverlauf
v˜max [m/s] Maximalwert des max. Schwinggeschw.-Zeitverlaufs
veff [m/s] gleitender Effektivwert des Schwinggeschw.-Zeitverlaufs
v˜eff [m/s] Maximalwert des gleitenden Effektivwertes veff
vZug [m] Zuggeschwindigkeit
vGl [%] Glu¨hverlust
w [%] Wassergehalt
x [m] Weg, horizontaler Abstand in Bahnla¨ngsrichtung
y [m] horizontaler Abstand in Bahnquerrichtung
z [m] Tiefe, vertikaler Abstand
zsp [m] Abstand des Ersatzfundamentes zur Kegelspitze
im gleisdynamischen Modell
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Symbol SI-Einheit Bedeutung
α [-] Verha¨ltnis Zuggeschwindigkeit zur Rayleighwellengeschwindigkeit
α [-] Exponent im hypoplastischen Stoffgesetz
β [-] Verha¨ltnis vorhandene Da¨mpfung zur kritischen Da¨mpfung
β [-] Exponent im hypoplastischen Stoffgesetz
βr [-] Parameter der intergranularen Dehnung in der Hypoplastizita¨t
βdyn [N/m3] dynamische Bettungssteifigkeit im gleisdynamischen Modell
βb [N/m2] auf kontin. Balken verschmierte Steifigkeit des Untergrundes
βrp [N/m2] auf kontin. Balken verschmierte Steifigkeit der Zwischenlage
γb [Ns/m2] auf kontin. Balken verschmierte Da¨mpfung des Untergrundes
γrp [Ns/m2] auf kontin. Balken verschmierte Da¨mpfung der Zwischenlage
γij [-] (i,j = 1, 2, 3) Scherdehnungskomponenten
γ [-] Scherdehnungsamplitude, Scherdehnungsinvariante
γ(t) [-] Scherdehnungs-Zeitverlauf
γeff (t) [-] gleitender Effektivwert des Scherdehnungs-Zeitverlaufs
γ˜ [-] Maximalwert des gleitenden Effektivwertes γeff (t)
γc [-] Scherdehnungsamplitude eines Zyklus
γtl [-] lineare, zyklische Scherdehnungsgrenze
γtv [-] volumetrische, zyklische Scherdehnungsgrenze
γ0.7 [-] Scherdehnungsamplitude bei der G/G0 ≈ 0,7 betra¨gt
γ0.8 [-] Scherdehnungsamplitude bei der G/G0 ≈ 0,8 betra¨gt
γhist [-] interne Variable im HS-Small fu¨r die Dehnungsgeschichte
∆δˆ [m] komplexe Amplitude der harm. Zus.-dru¨ckung der Kontaktfeder
∆wˆcb [m] komplexe Amplitude der harm. Verschiebung des Wagenkastens
∆wˆbf [m] komplexe Amplitude der harm. Verschiebung des Drehgestells
∆wˆr [m] komplexe Amplitude der harm. Verschiebung der Schiene
∆wˆw [m] komplexe Amplitude der harm. Verschiebung des Rades
∆zˆ [m] komplexe Amplitude der harm. Unebenheit zw. Rad und Schiene
∆zˆ [m] komplexe Amplitude der harm. Unebenheit zw. Rad und Schiene
δij [-] Kronecker-Symbol
δi [-] (i = 1, 2, 3) Komponente der intergranularen Dehnung
δ˙i [-] (i = 1, 2, 3) Rate einer Komponente der intergr. Dehnung
εi [-] (i = 1, 2, 3) Hauptdehnungskomponente
ε˙i [-] (i = 1, 2, 3) Rate einer Hauptdehnungskomponente
εii [-] (i = 1, 2, 3) Dehnungskomponente
εv [-] volumetrische Dehnung
ϑ [-] Parameter der intergranularen Dehnung im
modifizierten hypoplastischen Stoffgesetz
θ [◦] O¨ffnungswinkel im Konusmodell
θ [◦] Lode-Winkel in der Hypoplastizita¨t
θij(f) [rad] Phasenwinkel (frequenzabha¨ngig)
µ kg/m] Massebelegung Schwelle + 2 Schienen im gleisdyn. Modell
µr kg/m] Massebelegung einer Schiene im gleisdynamischen Modell
µs kg/m] Massebelegung einer Halbschwelle im gleisdynamischen Modell
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ν [-] Querdehnzahl
νr [-] Querdehnzahl des Schienenstahls
νur [-] Querdehnzahl fu¨r Ent-, Wiederbelastung im HS-Small
νm [-] mittlere Querdehnzahl unterschiedlicher
Bodenschichten im Konusmodell
ρ [-] Ausnutzungsgrad der intergranularen Dehnung
ρ [kg/m3] Feuchtdichte, Dichte des Mediums
ρa [kg/m3] additive Dichte (an den Fesstoffanteil gebund. Dichte)
ρd [kg/m3] Trockendichte
ρf [kg/m3] Dichte der Flu¨ssigkeit in den Poren
ρs [kg/m3] Feststoffdichte
ρ11, ρ12, ρ22 [kg/m3] Teildichten nach der Biot-Theorie
ρm [kg/m3] mittlere Dichten unterschiedlicher
Bodenschichten im gleisdynamischen Modell
σ [kPa] Normalspannung
σ′h [kPa] effektive Horizontalspannung
σ′v [kPa] effektive Vertikalspannung
σi [kPa] (i = 1, 2, 3) Hauptspannungskomponente
σ˙i [kPa] (i = 1, 2, 3) Rate einer Hauptspannungskomponente
σii [kPa] (i = 1, 2, 3) Normalspannungskomponente
σij [kPa] Spannungstensor
σm [kPa] mittlere Normalspannung
τ [-] Zeitkonstante fu¨r die Effektivwertbildung
τ [kPa] Schubspannung
τ [kPa] Tortuosita¨t im flu¨ssigkeitsges., poro¨sen Medium
τij [kPa] (i,j = 1, 2, 3) Schubspannungskomponenten
τc [kPa] Schubspannung eines Zyklus
ϕ′ [◦] Reibungswinkel (drainierter Scherparameter)
ϕc [◦] kritischer Reibungswinkel
ϕp [◦] Peakreibungswinkel
ϕs [◦] Winkel der Gesamtscherfestigkeit
∆φ [rad] Phasenverschiebung
χ [-] Parameter fu¨r die intergranulare Dehnung im
hypoplastischen Stoffgesetz
ψ [-] Dilatanzwinkel
Ω [rad/s] Winkelgeschwindigkeit, Kreisfrequenz
IIe [-] 2. Invariante des deviatorischen Dehnungstensors
IIs [kPa2] 2. Invariante des deviatorischen Spannungstensors
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Symbol Bedeutung
1 Einheitstensor 2. Stufe
I Einheitstensor 4. Stufe
δ Tensor der intergranularen Dehnung im hypoplastischen Stoffgesetz
δˆ Rate des Tensors der intergranularen Dehnung im hyp. Stoffgesetz
ε˙ Rate des Dehnungstensors im hypoplastischen Stoffgesetz
D Dehnungstensor im hypoplastischen Stoffgesetz
L Tensor vierter Stufe im hypoplastischen Stoffgesetz
M Tensor vierter Stufe im hypoplastischen Stoffgesetz
N Tensor zweiter Stufe im hypoplastischen Stoffgesetz
T CAUCHYscher Spannungstensor
T∗ Deviator des Spannungstensors T
◦
T JAUMANNsche Spannungsrate
Tˆ auf den mittleren Druck normierter Spannungstensor
Tˆ∗ Deviator des normierten Spannungstensors Tˆ
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A Berechnungen zur Wellenaus-
breitung
Mit beiden FE-Programmen TOCHNOG und PLAXIS ko¨nnen bodendy-
namische Berechnungen mit entsprechender Beru¨cksichtigung der Massen-
tra¨gheitskra¨fte durchgefu¨hrt werden. Anhand des im Benutzerhandbuch
Dynamics Manual von PLAXIS [Bri06] enthaltenen Beispiels fu¨r die Wel-
lenausbreitung in einem axialsymmetrischen Modell mit einer Tiefe von 10
m und einem Radius von 20 m sowie einer sinusfo¨rmigen dynamischen Be-
lastung auf einer Fundamentplatte mit einem Radius von 0,50 m werden
die Ergebnisse der numerischen Berechnungen mit den FE-Programmen
TOCHNOG und PLAXIS miteinander verglichen, siehe Abschnitt A.1.
Im Abschnitt A.2 wird analog dem FE-Modell in Abschnitt A.1, jedoch
mit impulsfo¨rmiger Belastung, der Einfluss der Ra¨nder des FE-Netzes auf
die Wellenausbreitung untersucht. Dabei werden auch andere FE-Modelle
mit unterschiedlichen Randbedingungen und Materialda¨mpfungen und ihr
Einfluss auf die Wellenausbreitung betrachtet.
A.1 Sinusfo¨rmige Belastung
A.1.1 FE-Modell, Belastung und Materialkennwerte
In Abbildung A.1 ist das FE-Modell sowie die betrachteten Verformungs-
und Dehnungspunkte und die sinusfo¨rmige Belastung mit einer Frequenz
von 10 Hz und einer Amplitude von 10 kPa u¨ber einen Zeitraum von 0,5 s
und anschließendes Ausschwingen von 0,5 − 1,0 s analog dem Beispiel
aus [Bri06] dargestellt. Anders als in diesem Beispiel wird jedoch das
Kreisfundament nicht mit generiert, sondern die dynamische Belastung
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direkt auf den Boden aufgebracht.
Überblick über die Dissertation    Bodenverhalten bei zyklischer/dynamischer Beanspruchung Folie 45
Wellenausbreitung im Halbraum
p [kPa]
0,002
100
Impuls
t [s]
1,00
p(t)
0,50
y
10 m
axial-
sym.
x
20 m
+10
p [kPa]
t [s]
1,00
Sinus 10 Hz
0,50
-10
x = 1,4; 1,9; 3,5 m; y = 10 m (Verformungspunkte)
x = 1,5; 2,0; 3,5 m; y = 9 m (Dehnungspunkte)
absorbierende Ränder
(Federn und Dämpfer)
Abbildung A.1: Geometrie und Belastung fu¨r die numerischen Berechnun-
gen der Wellenausbreitung analog dem Beispiel aus dem PLAXIS Tutorial
[Bri06].
Analog dem Beispiel aus dem PLAXIS Tutorial [Bri06] wird das linear
elastische Stoffgesetz mit den Materialkennwerten nach Tabelle A.1
verwendet sowie der Knotenabstand lc ≈ 0,25 m und der Zeitschritt
∆ t = 0,005 s gewa¨hlt.
Formelzeichen E ν Es G ρ cp cs cr
Einheit MPa - MPa MPa g/cm3 m/s m/s m/s
Wert 50 0,30 67,3 19,2 2,00 183,4 98,1 90,9
Tabelle A.1: Materialkennwerte fu¨r die Berechnungen mit Sinusbelastung.
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Sowohl in TOCHNOG als auch in PLAXIS werden die absorbierenden
Ra¨nder an den Grenzen des FE-Netzes mit Da¨mpfern nach der Metho-
de von [LL69] definiert. Der Da¨mpfer bewirkt, dass ein Spannungseintrag
am FE-Rand ohne Ru¨ckprall absorbiert wird, wodurch sich der FE-Rand
verformt. Die absorbierten Normal- und Schubspannungskomponenten σn
und τ in x-Richtung sind wie folgt definiert, siehe auch [Bri06]:
σn = −C1 · ρ · cp · u˙n und
τ = −C2 · ρ · cs · u˙t
Dabei sind C1 und C2 Koeffizienten fu¨r die Relaxiation und u˙n sowie u˙t die
Partikelgeschwindigkeiten normal und tangential zum Rand. Wa¨hrend rei-
ne Kompressionswellen mit diesen Randbedingungen vollsta¨ndig absorbiert
werden ko¨nnen, ist das bei Scherwellen nicht mo¨glich. Mit der Festlegung
der Koeffizienten (C1 = 1 und C2 = 0,25) kann der Da¨mpfungseffekt fu¨r
die Scherwellen jedoch verbessert werden.
Dementsprechend werden in PLAXIS die Koeffizienten mit C1 = 1 und
C2 = 0,25 und in TOCHNOG die Eingabeparameter fu¨r die Da¨mpfung
normal zum Rand mit 1,00 · ρ · cp und fu¨r die Da¨mpfung tangential zum
Rand 0,25 · ρ · cs festlegt, siehe auch das Beispiel im Abschnitt B.2.
Neben den Da¨mpfern werden in TOCHNOG außerdem Federn normal zum
FE-Rand entsprechend dem Steifemodul Es und tangential zum FE-Rand
entsprechend dem Schubmodul G des angerenzenden Materials festgelegt,
siehe auch das Beispiel im Abschnitt B.2. Die FE-Ra¨nder verformen sich
entsprechend der eingetragenen bzw. absorbierten Spannung und der Fe-
dersteifigkeit.
Die Materialda¨mpfung außerhalb der Ra¨nder erfolgt in TOCHNOG u¨ber
die dimensionsbehaftete viskose Da¨mpfung C [kNs/m3]. In PLAXIS wird
hingegen die Materialda¨mpfung durch die Rayleigh-Da¨mpfung mit den di-
mensionsbehafteten Rayleigh-Faktoren α [Hz] und β [s] festgelegt, siehe
z.B. [Bat90]. Entsprechend dem Beispiel aus dem PLAXIS Tutorial [Bri06]
werden die Rayleigh-Faktoren α = 0,001 Hz und β = 0,010 s verwendet,
aus denen der Da¨mpfungsgrad D wie folgt bestimmt werden kann:
D =
α+ β · ω2
2 · ω mit: ω = 2pif und f = 10 Hz (Erregerfrequenz)
D =
α+ β · (2pif)2
2 · (2pif) =
0,001 Hz + 0,010 s · (2pi · 10 Hz)2
2 · (2pi · 10 Hz) = 0,314
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Aus dem Da¨mpfungsgrad D kann wie folgt nach z.B. [Ver06] eine
a¨quivalente viskose Da¨mpfung C [kNs/m3] bestimmt werden:
2 ·D = C
m · ω mit: ω =
√
k
m
erha¨lt man: 2 ·D = C√
k ·m
→ C = 2 ·D ·
√
k ·m ≈ 2 · 0,314 ·
√
50 MPa · 2,0 t/m3 ≈ 200 kNs/m3
Im Abschnitt A.1.2 werden die Vertikalverformungen uy und im Abschnitt
A.1.3 die Scherdehnungen γxy in ausgewa¨hlten Punkten betrachtet.
A.1.2 Verformungen infolge Sinusbelastung
In Abbildung A.2 ohne Materialda¨mpfung und in Abbildung A.3 mit Ma-
terialda¨mpfung sind die Verformungen an der Oberfla¨che im Abstand von
ca. 1,4 m, 1,9 m und 3,6 m von der Modellachse dargestellt.
In Abbildung A.2 ohne Materialda¨mpfung und insbesondere in Abbildung
A.3 mit Materialda¨mpfung ist eine gute U¨bereinstimmung der Ergebnis-
se von TOCHNOG und PLAXIS zu erkennen. Die Kurven mit Symbolen
(PLAXIS) und die Kurven ohne Symbole (TOCHNOG) liegen dicht bei-
einander. Durch die konstante Anregungsfrequenz von 10 Hz kann folglich
die Materialda¨mpfung sowohl mit einer Rayleigh-Da¨mpfung als auch mit
einer a¨quivalenten viskosen Da¨mpfung gut erfasst werden. Aufgrund des
sehr hohen Da¨mpfungsgrades von D ≈ 0,314 sind die Amplituden der Ver-
tikalverformungen mit Da¨mpfung deutlich geringer als ohne Da¨mpfung (bei
einem Abstand von ca. 1,4 m nur ca. 70 % und bei einem Abstand von 3,6
m nur ca. 50 %).
Weiterhin ist zu sehen, dass die Vertikalverformungen mit zunehmender
Entfernung von der Erregerquelle abnehmen. Die Amplituden der blauen
Kurve mit dem geringsten Abstand von der Erregerquelle (ca. 1,4 m) sind
am gro¨ßten, gefolgt von der roten Kurve (ca. 1,9 m) und der gru¨nen Kurve
(ca. 3,6 m).
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PLAXIS ohne Mat.-dämpfung x=1,40; y=10
PLAXIS ohne Mat.-dämpfung x=1,96; y=10
PLAXIS ohne Mat.-dämpfung x=3,54; y=10
TOCHNOG ohne Mat.-dämpfung x=1,40; y=10
TOCHNOG ohne Mat.-dämpfung x=1,90; y=10
TOCHNOG ohne Mat.-dämpfung x=3,60; y=10
Abbildung A.2: Vergleich der Vertikalverformungen ohne Material-
da¨mpfung.
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PLAXIS mit Rayleigh-Dämpfung x=1,96; y=10
PLAXIS mit Rayleigh-Dämpfung x=3,54; y=10
TOCHNOG mit viskoser Dämpfung x=1,40; y=10
TOCHNOG mit viskoser Dämpfung x=1,90; y=10
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∆t = 0,0055 s
∆t = 0,0176 s
Abbildung A.3: Vergleich der Vertikalverformungen mit Materialda¨mpfung.
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Die maximalen Amplituden zwischen den blauen, roten und gru¨nen Kurven
in Abbildung A.3 treten zeitlich versetzt auf. Die Zeitdifferenz zwischen
den maximalen Amplituden der blauen und roten Kurve betra¨gt ca. 0,0055
s und zwischen der roten und gru¨nen Kurve ca. 0,176 s. Da der Abstand
zwischen blauen und roten Punkt 1,9 − 1,4 = 0,5 m und der Abstand
zwischen roten und gru¨nen Punkt 3,5 − 1,9 = 1,6 m betra¨gt, kann daraus
wie folgt die Wellengeschwindigkeit c ermittelt werden:
c =
0,50 m
0,0055 s
≈ 1,60 m
0,0176 s
≈ 90,9 m/s ≈ cr = 90,9 m/s
Die Wellen mit den maximalen Amplituden breiten sich folglich anna¨hernd
mit Rayleighwellengeschwindigkeit cr aus.
In Abbildung A.2 ohne Materialda¨mpfung ist bei den Berechnungen mit
PLAXIS ein deutliches ”Nachschwingen” im Zeitraum zwischen 0,5 − 1,0
s, in der keine Belastung wirkt, erkennbar. Da die zeitliche Differenz der
maximalen Verformungsamplituden mit ∆t = 0,40 s in etwa der Laufzeit
der Rayleighwelle mit cr = 90,9 m/s vom Verformungspunkt (x ≈ 2,0
m, y = 10 m) bis zum FE-Rand und zuru¨ck (∆s ≈ 2 · 18 m = 36 m)
entspricht, ist es jedoch denkbar, dass diese Verformungsamplituden aus
Reflektionen am FE-Rand resultieren. Das wird im Abschnitt A.2 durch
eine Impulsbelastung untersucht.
A.1.3 Scherdehnungen infolge Sinusbelastung
Da die Scherdehnungskomponente γxy auf der Oberfla¨che (y = 10) defini-
tionsgema¨ß 0 betra¨gt, treten im Bereich von wenigen cm unter der Ober-
fla¨che in Abha¨ngigkeit vom exakten Abstand zur Oberfla¨che entsprechend
große Unterschiede von γxy auf. Da in PLAXIS aufgrund der automatischen
Netzgenerierung nur ein in der Na¨he des gewu¨nschten Punktes befindlicher
Dehnungspunkt gewa¨hlt werden kann, werden fu¨r den Vergleich der Scher-
dehnungen die Punkte ca. 1 m unterhalb der Oberfla¨che bei x ≈ 1,5, 2,0
und 3,5 m betrachtet. In den Abbildungen A.4 und A.5 ist ein Vergleich
der mit TOCHNOG und PLAXIS ermittelten Scherdehnungskomponenten
γxy = 2 xy dargestellt.
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Abbildung A.4: Vergleich der Scherdehnungskomponenten γxy ohne Mate-
rialda¨mpfung
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Abbildung A.5: Vergleich der Scherdehnungskomponenten γxy mit Materi-
alda¨mpfung
In Abbildung A.4 ohne Materialda¨mpfung sind die Amplituden der Scher-
dehnungen bei PLAXIS um ca. 20 % gro¨ßer als bei TOCHNOG. Weiterhin
ist bei PLAXIS, ebenso wie bei den Verformungen im Abschnitt A.1.2 ein
deutliches ”Nachschwingen” im Zeitbereich zwischen 0,5−1,0 s, in der keine
Belastung wirkt, erkennbar.
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In Abbildung A.5 mit Materialda¨mpfung ist hingegen eine sehr gute U¨ber-
einstimmung der Scherdehnungen von TOCHNOG und PLAXIS zu er-
kennen. Die blauen, roten und gru¨nen durchgezogenen (PLAXIS) und ge-
strichelten (TOCHNOG) Kurven liegen wie bei den Vertikalverformungen
dicht beieinander. Hier zeigt sich, analog den betrachteten Verformungen
im Abschnitt A.1.2, dass durch die konstante Anregungsfrequenz von 10 Hz
die Materialda¨mpfung sowohl mit einer Rayleigh-Da¨mpfung als auch mit
einer a¨quivalenten viskosen Da¨mpfung gut erfasst werden kann.
A.2 Impulsbelastung
A.2.1 FE-Modell, Belastung und Materialkennwerte
Es wird eine impulsfo¨rmige Belastung mit einer Amplitude von 100 kN/m2
u¨ber einen Zeitraum von 0,002 s, siehe Abbildung A.6 und anschließendes
Ausschwingen bis 1,0 s verwendet. Die Gro¨ße des Dreiecksimpulses betra¨gt
1/2 · 100 kN/m2 ·0,002 s = 1 kNs/m2.
 
 
 
t [s] 
p [kN/m²] 
0,001 s  0,002 s 
 100 
Abbildung A.6: Verwendete Impulsbelastung
Es wird das lineare elastische Stoffgesetz mit den in Tabelle A.2 angege-
benen Kennwerten verwendet. Der Knotenabstand wird lc ≈ 0,10 m, der
Zeitschritt ∆t = 0,0005 s gewa¨hlt.
Formelzeichen E ν Es G ρ cp cs cr
Einheit MPa - MPa MPa g/cm3 m/s m/s m/s
Wert 100 0,30 134,6 38,5 2,00 259,4 138,7 128,6
Tabelle A.2: Materialkennwerte fu¨r die Berechnungen mit Impulsbelastung.
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Die Impulsbelastung eignet sich besonders fu¨r die Untersuchung der Wech-
selwirkungen an den FE-Ra¨ndern, da dabei teilweise oder vollsta¨ndige
Reflektionen besonders gut erkannt werden ko¨nnen. Es werden deshalb
unterschiedlich große FE-Netze und damit unterschiedliche Laufzeiten der
Wellen bis zum FE-Rand untersucht.
Das erste Modell entspricht dem gleichen FE-Netz wie in Abschnitt A.1
mit der Sinusbelastung entsprechend dem Beispiel aus dem PLAXIS
Tutorial [Bri06] ohne Materialda¨mpfung.
Fu¨r das zweite Modell wird ein FE-Netz mit einer Ho¨he von 10 m und
einem Radius von ebenfalls 10 m ohne Materialda¨mpfung gewa¨hlt, siehe
Abbildung A.7 oben.
Das dritte Modell ist analog dem zweiten, jedoch wurde eine fu¨r praktische
Anwendungsfa¨lle typische Materialda¨mpfung von D ≈ 0,03 verwendet.
Unter Annahme einer relativ niedrigen Kreisfrequenz ω1 = 40 Hz (ent-
spricht f1 = ω1 / (2 pi) = 6,37 Hz) mit einer zugeho¨rigen Da¨mpfung von
D1 = 0,03 und einer relativ hohen Kreisfrequenz ω2 = 200 Hz (entspricht
f2 = ω2/(2pi) = 31,82 Hz) mit einer zugeho¨rigen Da¨mpfung von D2 = 0,03
erha¨lt man u¨ber die Beziehung α + β ω2i = 2ωiDi nach [Bat90] die
Rayleigh-Faktoren α = 2,0 [Hz] und β = 0,00025 [s].
Im vierten Beispiel wird ebenfalls wie im zweiten Beispiel ein FE-Netz
mit einer Tiefe von 10 m und einem Radius von 10 m gewa¨hlt. Mit Hilfe
einer hohen Materialda¨mpfung von D ≈ 1,00 im Abstand von ≤ 1,0 m zu
den Ra¨ndern des FE-Netzes wird jedoch versucht, die Reflektionen an den
Ra¨ndern zu minimieren. Die Materialda¨mpfung von D ≈ 1,00 entspricht
in etwa den Rayleigh-Faktoren α = 80 [Hz] und β = 0,01 [s].
Die untersuchten FE-Modelle mit den unterschiedlich angesetzten Materi-
alda¨mpfungen sind in Tabelle A.3 zusammengestellt.
FE-Modell Nr. Netzgro¨ße Materialda¨mpfung
2D-axialsym. 1 20× 10 m keine
2D-axialsym. 2 10× 10 m keine
2D-axialsym. 3 10× 10 m D ≈ 0,03 fu¨r gesamten Boden
2D-axialsym. 4 10× 10 m D ≈ 1,00 am Rand des FE-Netzes
Tabelle A.3: tabellarische Zusammenstellung der FE-Modelle.
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Es werden exemplarisch die Verformungen in der Modellachse in 1 m und
5 m unter der Lasteintragung und in jeweils 1 m unterhalb der Oberfla¨che
in 1 m und 5 m Abstand zur Modellachse ermittelt. Die betrachten Punkte
sind in den FE-Modellen in Abbildung A.7 angegeben.
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Abbildung A.7: FE-Modelle 2 und 3 (oben), FE-Modell 4 (unten).
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A.2.2 Verformungen infolge Impulsbelastung
In den Abbildungen A.8 bis A.11 sind die Verformungs-Zeitverla¨ufe infolge
Impulsbelastung dargestellt.
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Abbildung A.8: Verformungen in y-Richtung an der Stelle x = 0, y = 9
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Abbildung A.9: Verformungen in y-Richtung an der Stelle x = 0, y = 5
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Abbildung A.10: Verformungen in y-Richtung an der Stelle x = 1, y = 9
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Abbildung A.11: Verformungen in y-Richtung an der Stelle x = 5, y = 9
Es la¨sst sich feststellen, dass die aus der Impulsbelastung resultierende ma-
ximale Verformung bei unterschiedlichen FE-Netzen in etwa gleich groß ist.
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Zum Teil deutliche Unterschiede treten jedoch im weiteren Verformungs-
Zeitverlauf auf. Ab dem Zeitpunkt
t =
Weg bis zum FE-Rand und zuru¨ck
Geschwindigkeit der Rayleighwelle
=
a+ ∆s
cr
zeigt sich bei den Berechnungen mit PLAXIS eine Beeinflussung des Ver-
formungs-Zeitverlaufes, die auf Reflektionen an den horizontalen Ra¨ndern
zuru¨ckzufu¨hren ist.
Besonders deutlich werden die Reflektionen an den horizontalen Ra¨ndern
durch einen Vergleich der blauen Kurven (mit einer Netzgro¨ße von 20× 10
m) mit den roten Kurven (mit einer Netzgro¨ße von 10×10 m). Die zeitlichen
Absta¨nde zwischen den einzelnen impulsfo¨rmigen Verformungen wurden
in den Abbildungen A.8, A.9, A.10 und A.11 zur Verdeutlichung bemaßt.
Die zeitlichen Absta¨nde sowie die Distanzen von der Erregerquelle bis zum
Rand des FE-Netzes und zuru¨ck zum betrachteten Punkt ∆s betragen:
Überblick über die Dissertation    Bodenverhalten bei zyklischer/dynamischer Beanspruchung Folie 46
Wellenausbreitung im Halbraum
FE-Rand
p(t)
Symmetrie-
achse
∆s
betrachte-
ter Punkt
Abbildung A.12: Weg zum FE-Rand und zuru¨ck zum betrachteten Punkt
∆s.
- x = 0; y = 9 → ∆t0,9;Netz20m = 0,316 s und
∆s0,9;Netz20m = 2 ·
√
202 + 0,52 = 40,0 m,
- x = 0; y = 5 → ∆t0,5;Netz20m = 0,320 s und
∆s0,5;Netz20m = 2 ·
√
202 + 2,52 = 40,3 m,
- x = 0, y = 9 → ∆t0,9;Netz10m = 0,159 s und
∆s0,9;Netz10m = 2 ·
√
102 + 0,52 = 20,0 m,
- x = 0, y = 5 → ∆t0,5;Netz10m = 0,164 s und
∆s0,5;Netz10m = 2 ·
√
102 + 2,52 = 20,6 m,
- x = 1, y = 9 → ∆t1,9;Netz20m = 0,301 s, ∆s1,9;Netz20m = 38,0 m,
- x = 5, y = 9 → ∆t5,9;Netz20m = 0,236 s, ∆s5,9;Netz20m = 30,0 m,
- x = 1, y = 9 → ∆t1,9;Netz10m = 0,148 s, ∆s1,9;Netz10m = 18,0 m und
- x = 5, y = 9 → ∆t5,9;Netz10m = 0,078 s, ∆s5,9;Netz10m = 10,0 m.
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Die horizontale Ausbreitungsgeschwindigkeit ch betra¨gt demnach:
ch =
∆si
∆ti
≈ 40,0
0,316
≈ 40,3
0,320
≈ 20,0
0,159
≈ 20,6
0,164
≈ 38,0
0,301
≈ 30,0
0,236
≈ 18,0
0,148
≈ 10,0
0,078
ch ≈ 126 m/s .
Die horizontale Ausbreitungsgeschwindigkeit ch von der Erregerquelle bis
zum (reflektierenden) Netzrand und zuru¨ck zum untersuchten Punkt ist
fu¨r beide unterschiedliche FE-Netze (20 x 10 m und 10 x 10 m) in etwa
gleich groß und betra¨gt ch ≈ 126 m/s, was in etwa der Geschwindigkeit der
Rayleighwelle cr = 128,6 m/s entspricht.
Eine bereits geringe Materialda¨mpfung (D ≈ 0,03) fu¨hrt zu einer deutli-
chen Reduzierung dieser Reflektionen, wie am Kurvenverlauf fu¨r das FE-
Netz 3 erkennbar ist. Eine hohe Materialda¨mpfung, die nur auf den Be-
reich ≤ 1,0 m neben dem FE-Rand beschra¨nkt wurde, brachte ebenfalls
einen gewissen Effekt zur Reduzierung der Verformungsamplituden nach
der Reflektion am horizontalem Rand. Es treten jedoch am U¨bergang zwi-
schen dem Bereich ohne Da¨mpfung und dem Bereich mit hoher Da¨mpfung
(D ≈ 1,00) zusa¨tzliche Reflektionen auf, wie am Verformungsverlauf der
gru¨nen Kurven erkennbar ist.
Bei den Berechnungen mit TOCHNOG sind hingegen keine A¨nderungen
im Verformungsverlauf infolge Reflektionen an den Ra¨ndern erkennbar. Die
Absorption der Wellen an den FE-Ra¨ndern funktioniert hier offensichtlich
besser. Dabei ist entsprechend dem Beispiel im Abschnitt B.2 vorerst eine
statische Berechnung (ohne Massentra¨gheitskra¨fte) des Anfangsspannungs-
zustandes, anschließendes Einfrieren der Spannungen und erst dann Initia-
lisierung der Federn und Da¨mpfer sowie der Massentra¨gheitskra¨fte fu¨r die
dynamische Berechnung vorzunehmen.
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gen mit TOCHNOG
B.1 1D-Wellenausbreitung mit reflektierendem Rand
(Initialisierungsteil)
echo -yes
number_of_space_dimensions 2
materi_velocity
materi_displacement
materi_strain_total
materi_stress
end_initia
(Definition der Materialkennwerte)
(index = 1, linear elastisch, ρ = 1,80 t/m3, E = 60 MPa, ν = 0,25)
(Es = (1− ν)/(1− 2 ν)/(1 + ν) · E = 72,0 MPa, cp =
√
Es/ρ = 200 m/s)
(G = 1/2/(1 + ν) · E = 24,0 MPa, cs =
√
G/ρ = 115,5 m/s)
group_type 1 -materi
group_axisymmetric 1 -yes
group_materi_density 1 1.80
group_materi_elasti_young 1 6.0e4
group_materi_elasti_poisson 1 0.25
group_materi_memory 1 -total_linear
(Geometrie, Modellachse index = 1, unten = 2, rechts = 3, oben = 4)
geometry_line 1 0.00 0.00 0.00 10.0 1.e-5
geometry_line 2 0.00 0.00 0.10 0.00 1.e-5
geometry_line 3 0.10 0.00 0.10 10.0 1.e-5
geometry_line 4 0.00 10.0 0.10 10.0 1.e-5
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(Randbedingungen)
(unten: fester Rand, Horizontal-, Vertikalgeschwindigkeit vx = vy = 0)
(rechts: fester Rand, Horizontalgeschwindigkeit vx = 0)
(oben: Vertikalspannungs-Zeitverlauf, wird u¨ber extra Datei eingelesen)
(mit den Befehlen force edge normal, force edge normal geometry)
(und force edge normal time)
bounda_dof 0 -geometry_line 2 -vely
bounda_dof 1 -geometry_line 2 -velx
bounda_dof 2 -geometry_line 3 -velx
include load_block_10_ds_01.dat
(Netz: x-Richt.: 1× 0,10 m = 0,10 m, y-Richt.: 10000× 0,001 m = 10 m)
control_mesh_macro 11 -rectangle 1 2 1001
control_mesh_macro_parameters 11 0.05 5.0 0.10 10.0
control_mesh_merge 12 -yes
(Beginn der dynamischen Berechnung, Aktivierung der Massen-
tra¨gheitskra¨fte)
(200 Zeitschritte mit ∆t = 0,000005 s werden 119-mal wiederholt)
(insgesamt 120 · 0,001 s = 0,120 s bzw. 24.000 Zeitschritte)
(Ergebnisse fu¨r gid werden nur aller 0,001 s, also 120-mal ausgegeben)
control_inertia_apply 20 -yes
control_timestep 20 0.00005 0.001
control_print 20 -time_current
control_repeat 21 119 20
control_print_gid 21 -yes
end_data
B.2 1D-Wellenausbreitung mit absorbierendem Rand
(Initialisierungsteil)
echo -yes
number_of_space_dimensions 2
materi_velocity
materi_displacement
materi_strain_total
materi_stress
end_initia
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(Definition der Materialkennwerte)
group_type 1 -materi
group_axisymmetric 1 -yes
group_materi_density 1 1.80
group_materi_elasti_young 1 6.0e4
group_materi_elasti_poisson 1 0.25
group_materi_memory 1 -total_linear
(Geometrie, Modellachse index = 1, unten = 2, rechts = 3, oben = 4)
geometry_line 1 0.00 0.00 0.00 10.0 1.e-5
geometry_line 2 0.00 0.00 0.10 0.00 1.e-5
geometry_line 3 0.10 0.00 0.10 10.0 1.e-5
geometry_line 4 0.00 10.0 0.10 10.0 1.e-5
(Randbedingungen)
(unten absorb. Rand, stiffness normal = Es, stiffness tangential = G)
(damping normal = 1,00 · ρ · cp = 1,00 · 1,8 · 200,0 = 360)
(damping tangential = 0,25 · ρ · cs = 0,25 · 1,8 · 115,5 = 52,0)
(rechts: fester Rand, Horizontalgeschwindigkeit vx = 0)
(oben: Vertikaldruckspannung 5 kPa u¨ber gesamte Zeit und)
(Vertikalspannungs-Zeitverlauf, wird u¨ber extra Datei eingelesen)
support_edge_normal_geometry 1 -geometry_line 2
support_edge_normal 1 72000 24000
support_edge_normal_damping 1 360 52.0
bounda_dof 2 -geometry_line 3 -velx
force_edge_normal 3 -5
force_edge_normal_geometry 3 -geometry_line 4
include load_block_10_ds_01.dat
(Netz: x-Richt.: 1× 0,10 m = 0,10 m, y-Richt.: 10000× 0,001 m = 10 m)
control_mesh_macro 11 -rectangle 1 2 1001
control_mesh_macro_parameters 11 0.05 5.0 0.10 10.0
control_mesh_merge 12 -yes
(K0-Anfangssp.-zustand: -sigyy = −5 kPa, -sigxx = -sigzz = −2,5 kPa)
control_reset_dof 13 -sigyy
control_reset_value_constant 13 -5
control_reset_dof 14 -sigxx -sigzz
control_reset_value_constant 14 -2.5
“Veroeffentlichung” — 2013/2/12 — 19:43 — page 294 — #300
294 Eingabedateien fu¨r Berechnungen mit TOCHNOG
(Startzeit −1.0 s, Aufbringen Anfangssp.-zustand von −1.0 s bis −0.5 s)
(statisch ohne Massentra¨gheitskra¨fte anschließend ”Einfrieren” der Sp.)
time_current -1
control_inertia_apply 16 -no
control_support_edge_normal_damping_apply 16 -no
control_timestep 16 0.01 0.50
control_print 16 -time_current
control_support_edge_normal_stiffness_freeze 17 -yes
(Verschiebungen werden zu 0 gesetzt, dann dynamische Berechnung)
(mit Aktivierung der Massentra¨gheitskra¨fte und absorbierender Ra¨nder)
control_reset_dof 18 -disx -disy -eptxx -eptyy -eptzz -eptxy
control_reset_value_constant 18 0.0
control_print_gid 19 -yes
control_inertia_apply 20 -yes
control_support_edge_normal_damping_apply 20 -yes
control_timestep 20 0.01 0.50
control_print 20 -time_current
(vor Beginn der dynamischen Belastung Verschiebungen, Dehnungen zu 0)
(gesetzt, nur Differenzverschiebungen und -dehnungen werden betrachtet)
(anschließend Beginn der eigentlichen dynamischen Berechnung)
(mit Massentra¨gheitskra¨ften und absorbierenden Ra¨ndern)
(200 Zeitschritte mit ∆t = 0,000005 s werden 119-mal wiederholt)
(insgesamt 120 · 0,001 s = 0,120 s bzw. 24.000 Zeitschritte)
(Ergebnisse fu¨r gid werden nur aller 0,001 s, also 120-mal ausgegeben)
control_reset_dof 21 -disx -disy -eptxx -eptyy -eptzz -eptxy
control_reset_value_constant 21 0.0
control_print_gid 22 -yes
control_inertia_apply 30 -yes
control_support_edge_normal_damping_apply 30 -yes
control_timestep 30 0.00005 0.001
control_print 30 -time_current
control_repeat 31 119 30
control_print_gid 31 -yes
end data
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C.1 Wellenausbreitung ohne Dissipation
Fu¨r die Wellengleichung im flu¨ssigkeitsgesa¨ttigten, poro¨sen Medium spielt
die Reibung zwischen Feststoffanteil und Flu¨ssigkeitsanteil eine wesentliche
Rolle. Bei Vernachla¨ssigung der Reibung bzw. von Dissipation zwischen
Feststoffanteil und Flu¨ssigkeitsanteil ergibt sich entsprechend [Bio56c] die
kinetische Energie nach dem Energierhaltungssatz zu:
Wkin =
m
2
c2 (C.1)
bzw. bezogen auf das Einheitsvolumen und mit T = Wkin/V
2T =
m
V
c2 = ρ c2 (C.2)
Unter Beru¨cksichtigung der Teildichten ρ11, ρ12 und ρ22 nach Abschnitt
4.3.1 erha¨lt man bei eindimensionaler Wellenausbreitung:
2T = ρ11
∂u2x
∂t2
+ 2ρ12
∂ux ∂Ux
∂t2
+ ρ22
∂U2x
∂t2
(C.3)
Leitet man die die Gleichung (C.3) partiell nach der Verschiebungen des
Feststoffs ux und der Flu¨ssigkeit Ux ab, erha¨lt man die beiden folgenden
Gleichungen:
∂T
∂ux
= ρ11
∂ux
∂t2
+ ρ12
∂Ux
∂t2
und (C.4)
∂T
∂Ux
= ρ12
∂ux
∂t2
+ ρ22
∂Ux
∂t2
(C.5)
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Mit den verallgemeinerten Kra¨ften pro Einheitsvolumen fu¨r den Fest-
stoffanteil und fu¨r den Flu¨ssigkeitsanteil
∂T
∂ux
=
∂σxx
∂x
+
∂τxy
∂y
+
∂τzx
∂z
und
∂T
∂Ux
=
∂σf
∂x
(C.6)
erha¨lt man die beiden Gleichgewichtsgleichungen (C.7) und (C.8):
∂σxx
∂x
+
∂τxy
∂y
+
∂τzx
∂z
=
∂2
∂t2
(ρ11ux + ρ12Ux) und (C.7)
∂σf
∂x
=
∂2
∂t2
(ρ12ux + ρ22Ux) (C.8)
Unter Beru¨cksichtigung der Spannungs-Dehnungsbeziehungen nach Glei-
chung (4.25) ko¨nnen die Gleichungen (C.7) und (C.8) wie folgt geschrieben
werden:
G∇2ux + G1− 2ν
∂εvol
∂x
+Q
∂vol
∂x
=
∂2
∂t2
(ρ11ux + ρ12Ux) und (C.9)
Q
∂εvol
∂x
+R
∂vol
∂x
=
∂2
∂t2
(ρ12ux + ρ22Ux) (C.10)
Betrachtet man nicht nur die Wellenausbreitung in x-Richtung, sondern in
allen drei Richtungen x, y und z, erha¨lt man die Gleichungsysteme (C.11)
und (C.12):
G∇2
 uxuy
uz
+ grad [ G1− 2ν εvol +Qvol
]
=
∂2
∂t2
ρ11
 uxuy
uz
+ ρ12
 UxUy
Uz


(C.11)
grad [Qεvol +Rvol] =
∂2
∂t2
ρ12
 uxuy
uz
+ ρ22
 UxUy
Uz


(C.12)
Bildet man nun von den Gleichungen (C.11) und (C.12) auf beiden Seiten
die Rotation und beachtet, dass die Rotation des Gradienten einer Funktion
den Nullvektor ergibt: rot grad U = ∇ × (∇U) = ~0, erha¨lt man mit der
Rotation des Verschiebungsvektors des Feststoffanteils ~ω def= rot(ux uy uz)T
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und der Rotation des Verschiebungsvektors des Flu¨ssigkeitsanteils ~Ω def=
rot(Ux Uy Uz)T die Gleichungen (C.13) und (C.14):
G∇2 ~ω = ∂
2
∂t2
[
ρ11 ~ω + ρ12 ~Ω
]
und (C.13)
0 =
∂2
∂t2
[
ρ12 ~ω + ρ22 ~Ω
]
(C.14)
Aus Gleichung (C.14) erha¨lt man die Beziehung ~Ω = −ρ12/ρ22 ~ω, die man
in Gleichung (C.13) einsetzen kann. Verwendet man außerdem anstatt der
Dichten ρ11, ρ22 und ρ12 nach den Beziehungen im Abschnitt 4.3.1 die
Feststoffdichte ρs, der Dichte der Flu¨ssigkeit ρf , den Porenanteil n und die
additive Dichte ρa, erha¨lt man die Wellengleichung:
G
(1− n) ρs + nρf ρanρf+ρa
∇2~ω = ∂
2 ~ω
∂t2
(C.15)
Die Gleichung (C.15) entspricht der allgemeinen Form der Wellengleichung
c2∇2~ω = ∂
2~ω
∂t2
(C.16)
Durch ~ω wird die Rotation des Verschiebungsvektors des Feststoffanteils
und damit die Amplitude der Welle ausgedru¨ckt. Die Geschwindigkeit der
Welle c entspricht der Scherwellengeschwindigkeit cs und betra¨gt nach den
Gleichungen (C.15) und (C.16):
cs =
√
G
(1− n) ρs + nρf ρanρf+ρa
(C.17)
Mit ρa ≈ (1/
√
n− 1)nρf nach [Gaj96], siehe auch Gleichung (4.24) erha¨lt
man na¨herungsweise:
cs ≈
√
G
(1− n) ρs + (1−
√
n)nρf
(C.18)
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C.2 Wellenausbreitung mit Dissipation
Unter Beru¨cksichtigung der Dissipation ergibt sich die Gesamtenergie
WGesamt aus der Summe der kinetischen Energie Wkin nach Abschnitt C.1
und der Dissipation WDis. Dissipation tritt auf, wenn durch eine a¨ußere
Krafteinwirkung innerhalb des Porenanteils n in einer bestimmten Zeit
∆t der visko¨se Flu¨ssigkeitsanteil durch den permeablen bzw. poro¨sen
Feststoffanteil stro¨mt. Unter Beru¨cksichtigung des Fließgesetzes von Darcy
kann die Dissipation WDis nach Gleichung (C.19) angegeben werden:
WDis =
1
2
(
µ
κ
n∆t)mf (∆c)2 (C.19)
bzw. bezogen auf das Einheitsvolumen und mit D =
∂
∂t
Wdis
V
2D = n2
µρf
κ
(∆c)2 (C.20)
Mit dem Zusammenhang zwischen kinematischer Viskosita¨t, Permeabi-
lita¨t, Erdbeschleunigung und Durchla¨ssigkeitsbeiwert geltenden Beziehung
µ
κ
=
g
k
erha¨lt man bei eindimensionaler Wellenausbreitung in x-Richtung:
2D = n2
g ρf
k
u˙x − U˙x (C.21)
mit:
µ kinematische Viskosita¨t der Flu¨ssigkeit [m2/s] ,
κ Permeabilita¨t des poro¨sen Materials [m2],
g Erdbeschleunigung, g ≈ 9,81 [m/s2],
k Durchla¨ssigkeitsbeiwert [m/s],
mf Masse der Flu¨ssigkeit [kg], mf = ρf nV und
∆c Geschwindigkeitsdifferenz des Feststoff- und Flu¨ssigkeitsanteils,
z.B. eindimensional in x-Richtung: ∆c = u˙x − U˙x.
Leitet man die Gleichung (C.21) partiell nach den Geschwindigkeiten u˙x
und U˙x ab, erha¨lt man die beiden folgenden Gleichungen:
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∂D
∂u˙x
= n2
g ρf
k
(u˙x − U˙x) und (C.22)
∂D
∂U˙x
= −n2 g ρf
k
(u˙x − U˙x) (C.23)
Analog den beiden Gleichgewichtsgleichungen (C.7) und (C.8) ohne Dis-
sipation erha¨lt man bei Beru¨cksichtigung der Dissipation die zusa¨tzlichen
Terme n2
g ρf
k
(u˙x − U˙x) und damit die beiden folgenden Gleichungen:
∂σxx
∂x
+
∂τxy
∂y
+
∂τzx
∂z
=
∂2
∂t2
(ρ11ux + ρ12Ux) + n2
g ρf
k
(u˙x − U˙x) und
(C.24)
∂σf
∂x
=
∂2
∂t2
(ρ12ux + ρ22Ux)− n2 g ρf
k
(u˙x − U˙x) (C.25)
Analog den Gleichungssystemen (C.11) und (C.12) ohne Dissipation erha¨lt
man fu¨r die Wellenausbreitung in allen drei Richtungen x, y und z die
Gleichungsysteme (C.26) und (C.27).
G∇2
 uxuy
uz
+ grad [ G1− 2ν εvol +Qvol
]
=
∂2
∂t2
ρ11
 uxuy
uz
+ ρ12
 UxUy
Uz


+ n2
g ρf
k
 u˙x − U˙xu˙y − U˙y
u˙z − U˙z

(C.26)
grad [Qεvol +Rvol] =
∂2
∂t2
ρ12
 uxuy
uz
+ ρ22
 UxUy
Uz

− n2 g ρf
k
 u˙x − U˙xu˙y − U˙y
u˙z − U˙z

(C.27)
Bildet man nun von den Gleichungen (C.26) und (C.27) analog den
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Gleichungen ohne Dissipation (C.11) und (C.12) auf beiden Seiten die
Rotation erha¨lt man:
G∇2 ~ω = ∂
2
∂t2
[
ρ11 ~ω + ρ12 ~Ω
]
+ n2
g ρf
k
∂
∂t
(~ω − ~Ω) und (C.28)
0 =
∂2
∂t2
[
ρ12 ~ω + ρ22 ~Ω
]
− n2 g ρf
k
∂
∂t
(~ω − ~Ω) (C.29)
Bei Beru¨cksichtigung der Dissipation erha¨lt man keine geschlossene ana-
lytische Lo¨sung. Die Wellengeschwindigkeiten ko¨nnen nur numerisch auf
Grundlage der beiden Gleichungen (C.28) und (C.29) in Abha¨ngigkeit von
der viskosen Kopplung zwischen Feststoff- und Flu¨ssigkeitsanteil ermit-
telt werden. Dabei liegen die Wellengeschwindigkeiten innerhalb der beiden
Grenzen nach Abschnitt 4.3.3.
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